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PREFAŢA 

Reologia este o disciplină care se dezvoltă în cadrul mecanicii corpurilor con
tinuu deformabile. Etimologia cuvântului este greacă: rheo = curgere, logos = 
ştiinţă, iar în stiinţele moderne a fost introdus din limba franceză. Reologia îşi 
propune să formuleze legi de material sau reprezentări constitutive pentru mate
riale ale căror proprietăţi depind în mod esenţial de timp şi să determine mişcarea 
şi deformarea, starea de tensiune care se produc în corpurile constituite din astfel 
de materiale, sub acţiunea solicitărilor exterioare. Aceste proprietăţi sunt esenţial 
diferite de cele ale " fluidelor vâscoase clasice". Bazele teoretice ale acestei ştiinţe 
sunt legate, înainte de 1940, de lucrările lui Bingham, Reiner, Mooney, Zaremba, 
Garner şi Merrington.Dezvoltarea reologiei a fost impulsionată, în special după al 
doilea război mondial, de producerea de materiale noi, de exemplu polimerii, în 
stare topită, fluidă sau solidă, materiale care au apărut din necesită.ţi industriale, 
tehnologice. Odată cu apariţia acestor noi materiale, apar numeroase lucrări în 
domeniu legate de numele lui Rivlin, Weissenberg, Markovitz, Oldroyd, Flory, 
Thorton, De Witt, care au deschis noi perspective de cercetare, atât prin mod
elele teoretice introduse, cât şi prin noile tipuri de experienţe şi aparate construite. 
Cele mai importante rezultate teoretice s-au obţinut după. apariţia lucrărilor lui 
Noll de fundamentare axiomatică. a mecanicii mediilor continue (1958). Amintim 
aici doar câţiva dintre autorii unor modele, astăzi celebre : Rouse, Rivlin, Erick
sen, Oldroyd, Colleman, Noll, Green, Lodge şi în ultima vreme De Gennes, Doi, 
Edwards, Marrucci şi alţii. 

Experimental au fost puse în evidenţă proprietăţi specifice ale acestor materi
ale, care nu pot fi descrise în cadrul mecanicii fluidelor newtoniene ( fluide liniar 
vâscoase). Dintre efectele ne-newtoniene semnalăm căţărarea fluidelor pe pereţii 
interiori în cazul mişcării aceestor fluide între doi cilindrii coaxiali în rotaţie rel
ativă unul faţă de celălalt, sau expansiunea ( dilatarea) jet urilor la ieşirea din 
conducte. Aceste efecte pot fi explicate şi descrise matematic în cadrul acelor 
teorii în care pot fi puse în evidenţă. tensiuni normale (tracţiuni). Astfel de pro
bleme vor fi considerate în capitolul 4 al prezentei lucrări. 

Clasa materialelor de tip Rivlin - Ericksen de ordin strict mai mare ca 1 ( des
crise constitutiv în capitolul 3 ) şi clasa fluidelor vâscoelastice ( prezentate în 
capitolul 5 ) constituie cadrul constitutiv în care sunt abordate cu succes pro
blemele menţionate. Aceste clase de materiale au proprietăţi puternic dependente 
de istoria procesului de deformare. Materialele de tip Rivlin- Ericksen ( fluide sau 
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solide ) suportă tensiuni care depind de istoria mi§cării într-o vecinătate foarte 
mică a momentului actual, fiind materiale cu memorie scurtă, de tip diferenţial. 
Spre deosebire de acestea, materialele vâscoelastice (solide sau fluide) sunt ma
teriale cu o memorie de lungă. durată., de tip integral. 

Conceptele de cinematica mediilor continuu deformabile necesare prezentării 
sunt introduse în capitolul 1, punându-se accentul pe mărimi, de exemplu tensorii 
Rivlin- Ericksen, care pot descrie din ce în ce mai exact istoria trecută. a mişcării. 
Sunt evidenţiate şi echivalentele în mici deformaţii sau în deformaţii infinitezimale 
ale câmpurilor tensoriale şi ale vitezelor lor de variaţie, specifice deformaţiilor 
finite. 

Capitolul 2 prezintă. cadrul constitutiv general al materialelor simple, care 
permite clasificarea corpurilor continuu deformabile în solide, fluide, materiale 
izotrope şi fluide cristaline, pe baza conceptului de simetrie materială, sau izomor
fism material. Teorema de maximalitate a subgrupului transformărilor ortogonale 
în grupul transformărilor unimodulare este esenţială în acestă clasificare, de aceea 
demonstrarea acestui rezultat a fost inclusă în anexe, A3. 

Sunt prezentate teoreme de caracterizare, prin condiţii necesare şi suficiente, 
a reprezentării constitutive pentru clase de materiale simple. Prin particularizări, 
din rezulatele generale referitoare la materialele simple, se obţin atât clasa flu
idelor vâscoase (fluidele Reiner- Rivlin), cât şi clasa corpurilor elastice izotrope, 
respectiv anizotrope, cu deformaţii finite. In anexa A2. sunt demonstrate teo
reme de reprezentare pentru funcţii izotrope, iar în anexa A4. rezulate privind 
invarianţii anizotropi. Rezulatele capitolului 2 sunt prezente în toată lucrarea. 

In capitolul 3 sunt prezentate şi caracterizate constitutiv materialele de tip 
Rivlin -Ericksen de ordinul n în clasa materialelor de tip diferenţial. Fluidele de 
ordinul 1 coincid cu fluidele Reiner- Rivlin ( compresibile), iar cele de gradul 1, 
cu fluidele liniar vâscoase (fluidul Navier- Stokes). 

In capitolul 5 sunt prezentate materiale vâscoelastice, de tip integral, cu 
deformaţii finite şi respectiv infinitezimale, caracterizate prin reprezentări de tip 
integral. Pe de altă parte există. modele vâscoelastice descrise prin reprezentări 
de tip diferenţial, generate prin suprapuneri de efecte liniar vâscoase şi elastice, 
care nu sunt, în general, echivalente cu reprezentări de tip integral. Tot în acest 
capitol este discutată echivalenţa acestor tipuri de legi de material, dar numai în 
cazul unidimensional, prezentându-se şi modelele reologice, frecvent utilizate în 
cărţi inginereşti. 

O mare extindere este dată capitolului 4, dedicat vâscometriei. Aici sunt 
demonstrate rezultate legate de o clasă particulară de mişcări, mişcările vâscome
trice. Se demonstrează că starea de tensiune care ia naştere în fluidele (privite în 
clasa materialelor simple) supuse la astfel de mişcări este caracterizată prin inter
mediul a trei funcţii scalare, numite funcţii văscometrice: una de forfecare şi două 
normale, de existenţa cărora este legată apariţia efectelor ne-newtoniene. Tot în 
acest capitol se determină soluţii exacte reprezentate prin mişcări vâscometrice, 
staţionare, pentru problemele dinamice cu date la limita formulate pentru fluide. 
Rezulatele pot fi particularizate pentru fluidele liniar vâscoase (sau fluide Navier-
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Stokes), P...ciner- Rilvin, Rivlin- Erickscn (de ordinul 2). P:m1ind de la soluţiile 
exacte determinate pentru miscări vâscometrice sunt prezentate metode care per
mit determinarea experimentală a relaţiilor constitutive pentru anumite clase de 
fluide. 

In ultimul capitol, capitolul 6, sunt prezentate relaţii constitutive de tip rate 
( de tip diferenţial), pentru cazul deformaţiilor infinitezimale, care includ legi 
vâscoelastice, dar şi legi vâscoplastice care sunt utilizate de exemplu în mecanica 
rocilor. Este analizat comportamentul acestor materiale şi sunt formulate pro
bleme cvasi-statice cu date iniţiale şi la limită, pentru materiale de tip rate. Este 
analizată existenţa soluţiei generalizate, printr-un procedeu bazat pe decuplarea 
problemei într-una elastică şi una vâscoplastică propriu-zisă. 

Proprietăţi specifice materialelor vâscoelastice şi de tip rate sunt relaxarea 
şi fluajul, numite deseori proprietăţi reologice. Corpurile elastice nu prezintă 
proprietăţi de relaxare şi fluaj, iar în clasa fluidelor liniar vâscoase poate fi pus 
în evidenţă numai un fluaj liniar. Prorietăţile de fluaj şi relaxare sunt definite şi 
analizate în capitolele 5 şi 6. 

Menţionăm o conexiune importantă ( care nu face însă obiectul prezentei lu -
crări) rezultată prin utilizarea unei teoreme de aproximare datorată lui Coleman, 
Noll (1960], conform căreia materialele de tip Rivlin -Ericksen de ordinul n ~ 2 
pot fi privite ca o aproximare a materialelor cu memorie întârziată prezentate 
în capitolul 5. ln baza aceleea.şi teoreme rezultă că teoria fluidelor newtoniene 
reprezintă o primă apoximaţie a fluidelor în clasa materialelor simple, dacă acestea 
sunt supuse la mişări încetinite. Se obţin şi corecţiile de ordinul 2 şi 3 pentru 
fluidele newtoniene, acestea fiind fluidelor Rivlin- Ericksen de gradul 2 şi respec
tiv 3. 

La sfârşitul fiecărui capitol sunt propuse un număr de probleme, care sunt 
aplicaţii directe ale materialului prezentat, sau care pun în evidenţă proprietăţile 
specifice ale diferitelor relaţii constitutive. Astfel câteva din problemele propuse 
în capitolul 6 au scopul de a pune în discuţie diferite generalizări posibile în cazul 
deformaţiilor finite, a ecuaţiilor constitutive de tip rate. Se pune accentul pe 
obiectivitatea legilor de material propuse şi pe proprietăţile acestora. 

Referirile bibliografice cuprind atât monografii de mecanica mediilor continuu 
deformabile, cât şi lucrări de mecanica solidelor, mecanica fluidelor, reologie, utile 
aprofundării diferitelor problematici puse în discuţie. De asemenea se fac trimiteri 
şi la lucrări care abordează rezolvarea problemelor cu date la limită (şi eventual 
date iniţiale), specifice diferitelor clase de materiale. 

Lucrarea are la bază experienţa didactică a celor doi autori, care au ţinut şi ţin 
cursuri de reologie şi termodinamică pentru studenţii de la secţia de Matematică
Mecanică, cât şi activitatea de cercetare pe care au desfăşurat-o. 

Lucrarea se adresează în primul rînd studenţilor şi absolvenţilor secţiei de 
Matematică- Mecanică, celor ce urmează cursurile de studii aprofundate şi doc
toranzilor, dar poate fi utilă şi cadrelor didactice şi cercetătorilor care lucrează în 
aceste domenii relativ noi ale mecanicii, fizicii şi chimiei. 
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1. CINEMATICA MEDIILOR CONTINUU 
DEFORMABILE 

1.1 Corp. Mişcare 

Pent'ru noţiunile generale de cinematică şi dinamică menţionăm următoarele mono
grafii de mecanica corpurilor continuu deformabile: Truesdell, Toupin [1960), 
Truesdell, Noll [1965), Eringen [1967), Malvern [1969), Truesdell [1972]. O suc
cintă trecere în revistă poate fi găsită în Cleja- Ţigoiu, Cristescu [1985). 

Notaţiile utilizate pe parcursul lucrării pot fi găsite în anexe. 

In mecanica corpurilor continuu deformabile conceptul de corp ocupă un loc 
central, acesta nerec.ucându- se la un punct. Corpurile se mişca, se deformează 
în interacţiune cu mediul exterior, identificându-se cu regiunile pe care le ocupă 
în spaţiul euclidian la diferite momente de timp. Pe lângă această proprietate 
geometrică, corpurile sunt înzestrate cu masă, aceasta fiind constantă în timpul 
mişcării. Masa este o proprietate fizică a corpurilor şi de aceea ea a fost inclusă 
de Noll [1958) în definiţia corpurilor. 

Prezentăm modelul matematic al conceptului fizic de corp continuu de
formabil: 

Definiţia 1. Un corp B este constituit dintr-o mulţime de puncte, numite 
puncte materiale sau particule, cu o structură definită prin: 

cu 

a) familia de aplicaţii C = { k : B - E'}, numite configuraţii ale corpului B; 

b) o funcţie reală m, numită masă, definită pe o mulţime de părţi ale lui B. 

B este un corp continuu deformabil de clasă C2 , dacă satisface condiţiile: 

Cl) Oricare ar fi k E C este injectivă şi k(B) C E' este o mulţime deschisă. 

C2) Dacă k, k E C , atunci aplicaţia 

.X= k o k- 1 
: k(B) - k:(B) este de clasa C2 

V.X(X) E Invlin cu X= k(X), VX E 8. 
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,\ se numeşte defcrmr.Jia globală de clasă C 2 de la. configuraţia glohal.1 k la 
configuraţia globală k. 

C3) Dacă k E C şi >i : k(B) - >i(k(B)) este o deformaţie de clasă C 2
, 

atunci A ok E C, iar aplicaţia k = ,\ok : B - E se numeşte configuraţia globală 
obţinută din configuraţia globală k prin deformaţia globală A. 

Următoarele axiome caracterizează structura specifică a masei: 

Ml) m este o măsura nenegativă, definită pe părţi ale lui B . 

M2) Oricare ar fi k E C, k(B) este măsurabilă Lebesque şi mk = m o k-1 

este o măsură absolut continuă în raport cu măsura Lebesque în k(B), deci 
:3 Pk : k(B) --t R, astfel încât 

m(P) = [ Pk(x)dV 
jk(P) 

VP c B cu k(P) boreliană în k(B). 

M3) Oricare ar fi k E C, Pk este pozitivă şi mărginită. 

(1.1) 

Prin axiomele Cl )- C3) B capătă o structură de varietate diferenJiabilă, 

înzestrată cu o singură hartă. 

Funcţia Pk : k(B) --+ R+ reprezintă repartiţia masei lui B în configuraţia 
k. 

Valoarea Pk(X) în X = k(X) este densitatea sau masa specifică în particula 
X, în configuraţia k. 

Din definiţia corpului rezultă principiul de conervare a masei sub forma 

Din proprietatea care urmează rezultă că densitatea într-o configuraţie deter
mină densitatea în orice altă configuraţie: 

Propoziţia 1. Dacă k, k E C şi A este o deformaţie de la configuraţia k 
la configuraţia k atunci 

Pk(X) = p;JX)J(X), J(X) =I det V>.(X) I 

In continuare vom da definiţia mişcării unui corp continuu deformabil. 

Definiţia 2. Se numeşte mişcare a corpului B o familie de configuraţii 

x(·, t) : B--+ E 

12 
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depinzând de un parametru real t, numit timp, cu proprietatea că aplicaţia 
t ---t x(X,t), VX E B,fixată, este de clasă C2

• 

Notăm 

x = x(X, t) E Bt = x(B, t) (1.4) 

şi spunem că x reprezintă locul ocupat de particula X fa momentul t prin mişcarea 
x (unde am notat, pentru simplitate, cu Bc configuraţia de la momentul t a 
corpul\li B ). 

Fie 

(1.5) 

inversa funcţiei care defineşte mişcarea. 

Viteza şi acceleraJia în particula X la momentul t se definesc prin 

( 1.6) 

Compunând aplicaţiile ( vezi Fig. 1. 1) obţinem 

(1. 7) 

aplicaţie ce reprezintă deformaJia corpului la momentul t de la configuraţia k 
la configuraţia actuală x(·, t). 

Fig. 1.1 

Mişcarea poate fi descrisă în patru moduri (Truesdell, Noll [1965)): 

descrierea materială în care variabilele sunt X E B, t E R; 

13 
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descrierea referenţială în care mişcarea este <lată prin aplicaţia Xk(·, t), deci 
variabilele sunt X E k(B), t E R; 

descrierea relativă în care variabilele sunt x E Bt - poziţia particulei la mo
mentul t şi momentul de timp T E R, iar mişcarea este descrisă prin 

( 1.8) 

descrierea spaţială în care variabilele sunt x şi t. 

Observaţia 1. Descrierea referenţială, în care configuraţia de referinţă k 
se consideră a fi configuraţia iniJială, la momentul t0 , capătă în mod curent 
denumirea de descriere materială. 

Definim funcţia xo(•,t) folosind formula (7) cu k = x(•,t 0 ), prin 

xo(·, t) = x(x-1
(·, to), t), xo(·, t): x(B, to)= Bo-+ Bt (1.9) 

şi obţinem astfel deformaţia corpului de la configuraţia inţială x( ·, t0 ) la configuraţia 
actuală x(·,t). Din (9) avem că 

xo(X, t) lt=to= X unde X= x(X, to) E Ba pentru X E B (1.10) 

In descrierea materială se identifică în mod curent particula X E B cu poziţia 
acesteia X prin x(X, to)-

ln cele ce urmează vom face în mod consecvent identificările 

X =X= x(X, to); B = x(B, to); 
(1.11) 

x = x(X, t) = x = xo(X, t); x(·, t) = xo(·, t) \:/t E R, 

deci se foloseşte scrierea x = x(X, t). 

Ca o consecinţă a Definiţiei 2. pentru mişcarea corpului B (împreună cu 
condiţia C2) din Definiţia 1. a corpului) rezultă 

Propoziţia 2. Aplicaţia definită în (9), xo(X, t), este diferenţiabilă în 

X E Ba, X= x(X, to), \:/X E B (1.12) 

Introducem gradientul deformaţiei în raport cu configuraţia iniţială definit 
prm 

Fo(X, t) = \7 xo(X, t); Fo(X, to) = I (1.13) 

ca o consecinţă a proprietăţii precizate în (10), unde cu \7 se notează diferenţiala 
în raport cu X. 
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Observaţia 2. Oricărei funcţii în descriere G,:;.,terială i se asocia,;ă o funcţie 
în descriere spaţială, prin 

J(x, t) = </>(x- 1 (x, t), t) <==} </>(X, t) = J(x(X, t), t) (1.14) 

Evident am folosit Observaţia 1. şi identificările din (11). 

Definim viteza şi acceleraţia în descriere spaţială, prin procedeul menţionat 
în (14) • 

(1.15) 

Vom nota, în cele ce urmează, 

(1.16) 

care se numeşte derivata materială a funcţiei </> (în descriere materială). 1n 
literatură se foloseşte şi ultima notaţie introdusă în (16), care precizează că X 
este fixat. Noi am optat pentru prima reprezentare. 

Dacă considerăm derivata parţială în raport cu timpul a relaţiei (14h 
obţinem 

. aJ ax 
</>(X, t) = at (x, t) + V f(x, t)[ 8t(X, t)], (1.17) 

unde x = x(X, t) 

Revenim la descrierea spaţială, deci la variabilele x, t în (17) şi obţinem 

. 8J 
J(x, t) = at(x, t) + V f(x, t)[v(x, t)] (1.18) 

care se numeşte derivata materială a funcţiei f în descriere spaţială. Valorile 
funcţiei pot fi scalare, vectoriale sau tensoriale. 

Deci derivata materială a unui câmp în descriere spaţială este derivata 
în raport cu timpul a reprezentării ei materiale, rescrisă în descriere spaţială. 

Ecuaţia de continuitate a masei. 

Densitatea corpului în configuraţia actuală şi respectiv în configuraţia de 
referinţă, în particula X, le notăm prin p(x, t), p0 (X, t). 

Dacă aplicăm Propoziţia 1. pentru cele două configuraţii şi ţinem seama că 
deformaţia de la configuraţia de referinţă la configuraţia actuală este x(·, t) 
obţinem din (2) relaţiile 
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Po(X) = p(x, t) I det v'x(X, t) I= p(x, t)J(X, t), 

J(X, t) =I det F(X, t) I, F(X, t) = v'x(X, t) 

care se numeşte ecuaJia de continuitate a masei în descriere materială. 

(1.19) 

O formulare spatială echivalentă a ecuaJiei de continuitate a masei este dată 
prm 

Propoziţia 3. Dacă p0 : B --+ R+ este de clasă C1 atunci condiţia de 
continuitate a masei (19) este echivalentă cu 

,o+ p div v = O (1.20) 

Demonstraţie. Folosim condiţia J(X, t) =I det F(X, t) I introdusă în (19) 
şi relaţia lui Euler 

J=Jdivv (1.21) 

Atunci, prin derivare, în (19), în raport cu t obţinem 

pJ + pJ = O sau (,o+ p div v )J = O (1.22 

Deoarece F(X, t) E lnvlin în conformitate cu condiţiile de regularitate pentn 
funcţia x(·, t), rezultă J =JO. Astfel (19) implică (20). 

d 
Reciproc. Inmulţind cu J în (20) rezultă că dt (pJ) Ix= O. Prin integran 

în raport cu timpul rezultă că există o constantă, depinzînd însă de X, astfo 
încât pJ = c. Deoarece la momentul iniţial t0 avem F(X, t0 ) = I rezultă că 

p(X, to) = po(X) = c(X). 

Semnificaţia mecanică a densităţii în configuraţia actuală se obţine în 
ipoteza de continuitate a funcţiei p0 din formula 

p(x,t) = lim m(P) 
x(P,t)--+X măs(x(P, t)) 

(1.23) 

ln formula (23) limita se calculează pentru volume materiale pentru car, 
măs (x(P, t)) --+ O (cu x E x(P, t) fixat). 

Propoziţia 4. O mişcare este izocoră dacă una din următoarele afirmat 
echivalente are loc 

div v(x, t) = O, p(x, t) = po(X), J(X, t) = 1 
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pentru orice X , t. 

In mod tradiţional în locul formulării de mişcare izocoră, se foloseşte expri
marea - materialul este incompresibil, dacă acesta poate suporta numai mişcări 
1zocore. 

1.2 Tensori de deformaţie. Tensori viteză de deformaţie 

Fie x- mişcarea corpului B şi k E C o configuraţie de referinţă fixată. 

Folosim Definiţia 2. a mişcării şi C2) din definiţia corpului, de unde rezultă 
că funcţia 

(1.25) 

pentru un moment de timp, t E R, fixat este o deformaţie din configuraţia 
de referinţă în configuraţia actuală. Aceasta este funcţia care caracterizează 
mişcarea în descrierea referenţială. 

Observaţia 3. Configuraţiile, deci în particular mişcarea corpului l3 pentru 
un moment de timp fixat, sunt definite pe corp, ori acesta nu are o topologie 
care să permită definirea diferenţiabilităţii (se mai spune că un corp este apriori 
amorf topologic). Topologia pe l3 este indusă de hărţi, deci de configuraţiile 
sale. Aplicaţia definită în (25) de pe un deschis, cu valori într-un deschis conform 
proprietăţii C2) este diferenţiabilă. 

Definiţia 3. Gradientul deformaţiei în raport cu configuraţia de referinţă k 
este prin definiţie diferenţiala aplicaţiei X ---+ Xk(X, t), în X = k(X) şi este 
notat prin 

(1.26) 

Dacă se consideră configuraţia iniţială a corpului drept configuraţie de referinţă, 
atunci gradientul deformaţiei în raport cu configuraţia iniţială este cel definit prin 
formula (13). Aceasta este un caz particular al formulei (26).Din Observatia 1. 
rezultă ca justificată folosirea acestui gradient de deformaţie în descrierea mate
rială. 

Observaţia 4. Se omite specificarea configuraţiei de referinţă, dacă acest 
lucru nu este necesar, dar va fi prezentă în capitolele următoare, de exemplu în 
cazul prezentării conceptului de simetrie materială şi în vâscometrie. In general 
vom spune că gradientul de deformaţie este definit prin 

F(X, t) = v'x(X, t) E Invlin (1.27) 

dacă nu este necesară. precizarea configuraţiei de referinţă. 

rŢ-'. ,· ·:7~-,--~ 
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Intr-un reper cartezian fixat gradientul de deformaţie se reprezintă sub forma 

(1.28) 

Deformaţia la fiecare moment de timp fixat este inversabilă, ca o censecinţă 
a Definiţiei 2. şi a condiţiei C2) din definiţia corpului. Putem introduce tensorul 

(1.29) 

care se numeşte gradientul spaţial al deformaţiei. 

Propoziţia 5. Gradientul spaţial al deformaţiei este inversul tensorului gra
dient de deformaţie 

F- 1 (x, t) = (F(X, t)t1 

Se introduc tensorii de deformaţie 

C(X, t) = FT(X, t)F(X, t) 

B(X, t) = F(X, t)FT(X, t) 

tensorul lui Cauchy-Green la dreapta, 

tensorul lui Cauchy-Green la stânga 
sau tensorul lui Finger 

c(x, t) = (F- 1 (x, t))7F-1 (x, t) tensorul lui Cauchy 

Deasemenea se mai definesc şi următorii tensori de deformaţie : 

1 
e = -(I - c) 

2 

(1.30) 

(1.31) 

(1.32) 

Aceşti tensori reprezentând măsuri ale deformaţiei, caracterizează local modul 
în care se deformează corpul. Ei au fost introduşi : c de către Cauchy (1827), C 
de Green (1841), E de Green (1841) şi Saint - Venant (1844), iar e de Almansi 
{1911) şi Hamei (1912). 

Elemente materiale 

Fie X E B şi fie X o mişcare fixată a corpului.Introducem elementele materiale 
P E Vx şi p E Vx ca vectori legaţi de poziţiile fixate la momentul iniţial şi 
respectiv actual ale particulei materiale X . Ele reprezintă vectorii tangenţi 
în X, şi repectiv în x la imaginea unei curbe materiale din B în cele două 
configuraţii ( iniţială şi respectiv actuală).Curba materială. se consideră că trece 
prin X ( vezi Fig. 1.2) 
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Fig. 1.2 

Propoziţia 6. Au loc următoarele formule 

F(X, t)P = p, F-1(x, t)p = P 

IP 12= c(x, t)p · p, Ip 12= C(X, t)P · P (1.33) 

Ip 12 
- IP 12= 2 E(X, t)P · P = 2 e(x, t)p · p 

Din formulele (33) rezultă semnificaţia geometrică a tensorilor de deformaţie. 

Observaţia 5. Câmpurile tensoriale F, C, B, E, sunt în descriere materială, 
iar câmpurile F-1 , c, e sunt în descriere spaţială. 

Intr-un punct fixat din configuraţiile corespunzătoare, tensorii de deformaţie 
introduşi prin (31),(32), priviţi ca aplicaţii liniare, au un comportament specificat 
prm 

C(X, t), E(X, t): Vx-+ Vx 

F(X, t) : Vx-+ Vx, F-1(x, t): Vx-+ Vx 

c(x,t), e(x,t), B(X,t): Vx-+ Vx 

( 1.34) 

Vectorul de deplasare în particula X la momentul t se defineşte prin 

u(X, t) = x - X= x(X, t) - X, sau 
(1.35) 

u(x,t) = x-X = x - x-1(x,t) 
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primul fiind definit în variabile materiale, a 1 ,]oilea în variabile spaţiale. 

Gradientul deplasării este introdus prin relaţia 

H(X, t) = v'xu(X, t), sau h(x, t) = v'xu(x, t) (1.36) 

Din (35) se obţine legă.tura dintre gradientul deformaţiei şi gradientul deplasării 
H 

F(X, t) =I+ H(X, t), ( 1.37) 

Propoziţia 7. Tensorii de deformaţie se exprimă prin gradientul deplasării 
sub forma 

Gradientul vitezei în reprezentarea spaţiala este definit prin 

L(x, t) = v'xv(x, t) 

( 1.38) 

(1.39) 

Tensorul viteza de deformare D(x, t) este partea simetrică a gradientului 
vitezei 

Partea antisimetrică a gradientului vitezei 

(1.41) 

se numeşte tensorul spin. Are loc deci formula 

L(x, t) = D(x, t) + W(x, t) (1.42) 

Viteza gradientului dE; deformaţie, definită ca fiind derivata materială. a 
gradientului de deformaţie, F(X, t), este legată. de gradientul vitezei prin relaţia 

F(X, t) = L(x, t)F(X, t) (1.43) 

Incheiem acest paragraf cu enunţul unei teoreme care se foloseşte frecvent pe 
parcursul prezentării. 

Teorema de descompunere polară 

Oricare ar fi F E Invlin se poate descompune în mod unic într-un tensor 
simetric şi pozitiv definit şi un tensor ortogonal. Adică., VF E /nvlin :3 U, V E 

Psim, şi :3 RE Ort unici, astfel încât 

F=RU, F=VR 
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Prima formă se numeşte dbscompunerea la dreapta, iar a doua descompunerea 

la stânga. Tensorul U E Psim se numeşte tensorul lungirilor la dreapta, iar 
V E Psim se numeşte tensorul lungirilor la stânga. R E Ort se numeşte 
tensorul rotaţiilor. 

Observaţia 6. Deoarece oricare ar fi X E B şi la orice moment de timp, 
gradientul de deformaţie în raport cu o configuraţie de referinţă. k este un clement 
în lnvlin, rezultă că putem aplica teorema de descopunere polară cu observaţia 
că tensorii din descompunere vor fi dependenţi atât de particula materială., în 
localizarea ei într-o configuraţie de referinţă fixată, cât şi de timpul t. Deci 
V X = k(X), t E R şi FktX, t) E lnvlin, 3 Uk(X, t), V k(X, t) E Psim şi 
3 Rk(X, t) E Ort , astfel încât 

(1.45) 

şi descompunerile sunt unice. 

Propoziţia 8. Au loc următoarele relaţii între tensorii de deformaţie 

c = u 2
, B = v 2

, 

(1.46) 

1.3 Mişcarea relativă 

Fiind dată o mişcare x a corpului B se consideră un moment de timp fixat 
t şi se alege drept configuraţie de referinţă configuraţia de la acest moment. 
Mişcarea corpului urmând să fie caracterizată la diferite momente de timp T 

relativ la configuraţia ocupată de corp la momentul t prin mişcarea x ( vezi 
Fig.1.3). 

X(· ,t) 
.B 

t 

Fig. 1.3 
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Astfel în descrierea relativă variabilele independente sunt x E Bt- pozi\i:1 
particulei la momentul t şi momentul de timp r E R. 

Mişcarea relativă este descrisă prin 

(1.47) 

unde x = x(X, t), y = x(X, r). 

Gradientul deformaţiei relative sau gradientul deformaţiei în mişcarea 
relativă reprezintă diferenţiala aplicaţiei 

definită în (47), pentru un r E R arbitrar, fixat, calculată în x 

(1.48) 

Definim tensorii de deformaţie în mişcarea relativă într-un mod analog cu cei 
definiţi în formulele (31) (pentru descrierea referenţială), prin 

Ct(x, r) = F;'(x, r )Ft(x, r) tensorul lui Cauchy-Green la dreapta 

Bt(x,r) = Ft(x,r)FŢ(x,r) tensorul lui Cauchy-Green la stânga 
(1.49) 

Din definiţia mişcării relative, ca o consecinţă a Definiţiei 2. şi a condiţiei 
C2) din definiţia corpurilor, rezultă că gradientul mişcării relative este un tensor 
inversabil pentru fiecare valoare fixată a argumentelor sale, deci 

Ft(x, r) E lnvlin, 

Vx E Bt şi pentru Vr E R. Putem aplica Teorema de descompunere 
polară în mişcarea relativă. Prin urmare pentru Vx E Bt şi r E R 
:l Ut(x, r), Vt(X, r) E Psim, şi :3 Rt(x, r) E Ort astfel încât 

(1.50) 

şi descompunerile sunt unice. ln plus ştim că, pentru r = t, Ft(x, r) l'T=t = I 
şi prin urmare Rt(x,r) l'T=t= I, Ut(x,r) l'T=t= I. 
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Observaţia 7. DacJ. utilizăm teorenM d1; descompunere polară în mi~ca
rea relativă obţinem următoarea formulă pentru tensorul lui Cauchy-Green în 
descriere relativă 

Propoziţia 9. In mişcarea relativă au loc următoarele formule 

i) v(y,r)=:
7

Xt(x,r), cu Y=Xt(x,r) 

iii) C(X,r) = FT(X,t)Ct(x,r)F(X,t) 

a 
iv) L(x, t) = ar Ft(X, r) l-r=t 

(1.51) 

(1.52) 

Demonstraţie. i) Pornim de la definiţia vitezei în descriere spaţială dată 
prin formula (15), scrisă pentru y = x(X, r) E B-r şi momentul corespunzător 
r: 

Folosim relaţia X = x-1(y, r) = x- 1(x, t) ( din (47) ), cu observaţia că 
ultimul termen este independent de r, în expresia anterioară a vitezei şi obţinem 

ax -1 ) a ( ( )) v(y,r) = ar(X (x,t),r = ar Xt X,r , 

unde y = Xt(x, t). 

ii) Să observăm că formula ( 47) se scrie sub forma 

(1.53) 

Diferenţiind în raport cu X şi folosind definiţia gradientului deformaţiei şi a 
gradientului deformaţiei în mişcarea relativă, (48), obţinem din (53) 

(1.54) 

deci ii) este demonstrată. 

iii) Folosim definiţia tensorilor lui Cauchy-Green, la dreapta, în descrierea 
relativă, (49)i şi relaţia (54) 
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Ct(x,r) = (F(X,T)F- 1(x,t))TF(X,r)F-1(x,t) = 

= y-T(x, t)C(X, r)F-1(x, t) 

Dacă în ultima relaţie se compune la stânga cu FT (X, t) şi la dreapta cu 
F(X, t) rezultă iii). 

iv) Derivăm în raport cu T relaţia ii) şi folosim relaţia (43). Astfel 

a • -1 

87
Ft(x,r) l-r=t = F(X,t)F (X,t) = L(x,t) (1.55) 

Din teorema de descompunere polară pentru mişcarea relativă (vezi (50) ) , 
prin derivare în raport cu r, rezultă 

Fie T = t, din (56) , (50) şi (55) deducem că 

(1.57) 

Din teorema de descompunere polară ştim, pe de altă parte, că deoarece 

Ut(x, r) E Sim 'tir, atunci :T U1(x, r) E Sim pentru orice r, deci în 

particular şi pentru T = t. Pe de altă parte Rt(x, T) E Ort, pentru orice r, ş1 

Rt(x, r) l-r=t = I, de unde ~: Rt(x, r) l-r=t E Asim. 

Cu ultimele formule introduse în (57) , prin separarea părţilor simetrice şi 

antisimetrice, deducem ultimele două relaţii rămase de demonstrat. 

1.4 Tensorii lui Rivlin- Ericksen 

Tensorii lui Rivlin- Ericksen se introduc în contextul mişcării relative: 
fiind definiţi prin 

Propoziţia 10. Au loc următoarele formule 

ii) A 1 (x,t) = 2D(x,t) 
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şi relaţia de recurenţă pentru Vn > 1 

. T 
An+I (x, t) = An(x, t) + An(x, t)L(x, t) + L (x, t)An(x, t) (1.59) 

Demonstraţie. i) Se obţine ca o consecinţă a Propoziţiei 9. iii) prin derivare 
de n ori în raport cu T. Facem pe T = t şi din definiţia tensorilor Rivlin- Ericksen 
rezultă relaţia dorită. 

ii} Derivăm în raport cu T pe Ct(x, T) dat sub forma (51) şi avem 

Folosim punctul v) din Propozitia 9., formula (52) şi (50), pentru T = t de 
unde avem rezultatul. 

iii) Folosim relaţia deja demonstrată i ), scrisă pentru n + 1 astfel 

Derivăm apoi în raport cu timpul în i) şi cu (60) avem 

c(n+l)(X, t) = FT(X, t)Ă.n(x, t)F(X, t) + FT(X, t)An(x, t)F(x, T)+ 

+FT(x, r)An(x, t)F(X, t) 

(1.60) 

(1.61) 

Trecem în (61) la gradientul vitezei, exprimat prin ( 43) şi utilizând această 
formulă împreună cu (60) deducem formula de recurenţă (59). 

1.5 Mişcări echivalente. Obiectivitatea câmpurilor 

Definiţia 4. Două mişcări x şi x* ale corpului B se numesc echivalente 
dacă există Q(t) E Ort, x~(t), x 0 E E pentru orice t E R şi a E R, astfel 
încât 

x* = x*(X, t*) = x~(t) + Q(t)(x(X, t) - xo) 

t* = t + a, VX E B, Vt E R. 
(1.62) 

Observaţia 8. Cele două mişcări x şi x* diferă printr-o mişcare de corp 
rigid, dată pentru Vx şi t , prin 
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f(x, t) = x~(t) + Q(t)(x - xo), ( 1.63) 

deoarece pentru VX E B, Vt E R are loc egalitatea: 

x*(X, t*) = f(x(X, t), t), (1.64) 

cu t* = t + a. 

Observaţia 9. Cu alte cuvinte cele două mişcări diferă prin schimbarea 
reperului sau a observatorului. 

Introducem câmpurile c.p, v, T definite pentru Vt E R pe x(B, t) ( deci asociate 
mişcării X, într-o descriere spaţială), cu valori respectiv scalare, vectoriale şi 
tensoriale. 

Notăm prin <p*, v*, T* câmpurile construite prin acelaşi procedeu cu prece
dentele, dar asociate mişcării x•, definite pentru Vt* E R, pe x*(B, t*). 

Definiţia 5. Câmpul scalar c.p* este obiectiv (sau independent de reper, sau 
de observator) dacă 

c.p*(x*, t*) = c.p(x, t), (1.65) 

pentru orice x şi x* mişcări legate prin (62). 

Definiţia 6. Cămpul vectorial v* este obiectiv ( sau independent de reper, 
sau de observator) dacă 

v*(x*, r) = Q(t)v(x, t) ( 1.66) 

pentru orice x şi x* mişcări legate prin ( 62). 

Definiţia 7. Câmpul tensorial T* este obiectiv ( sau independent de reper, 
sau de observator) dacă 

(1.67) 

pentru orice x şi x• mişcări legate prin (62). 

Propoziţia 11. Fie x• echivalentă cu X· Prin schimbarea reperului, sau a 
observatorului tensorii deformaţie se transformă prin formulele 
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1) F*(X, t*) = Q(t)F(X, t), 

2) (F*t1 (x*, t*) = F-1 (x, t)QT(t), 

3) R*(X, t*) = Q(t)R(X, t), 

4) U*(X, t*) = U(X, t), C*(X, t*) = C(X, t), 
(1.68) 

5)° V*(X, t*) = Q(t)V(X, t)QT(t), B*(X, t*) = Q(t)B(X, t)QT(t), 

6) c*(x*, t*) = Q(t)c(x, t)QT(t), 

7) p*(x*, t*) = p(x, t). 

Fie x• echivalenta cu x conform Definiţiei 4. Diferenţiem în raport cu X 
funcţia prezentă în formula (62) 

X ----+ x"(X, t'") = x~(t) + Q(t)(x(X, t) - xo), 

unde t* = t + a. Prima formulă rezultă imediat. A doua se obţine prin 
considerarea inversei relaţiei deja demonstrată şi a formulei (30) din Propoziţia 5 . 

Folosind definiţiile tensorilor de deformaţie C, B, c, date în Propoziţia 6., 
formulele (31) şi relaţiile demonstrate deja ( 1), 2) ), se determină legile de trans
formare a acestor tensori la schimbarea reperului. Relaţia 7) este o consecinţă 
directă a primei relaţii şi a condiţiei de continuitate a masei în configuraţia de 
referinţă ( formula (19) ). 

Pentru demonstrarea celorlalte formule utilizăm teorema de descompunere 
polară ( formula ( 44) ) aplicată tensorilor F(t), F*(t*) E Invlin. Deci 

F*(t*) = R*(t*)U*(t*) = V*(t*)R*(t*), 

Q(t)F(t) = Q(t)R(t)U(t) = Q(t)V(t)R(t) = (Q(t)V(t)QT(t))Q(t)R(t). 

Prin utilizarea unicităţilor în reprezentările polare, din relaţiile anterioare se de
duc şi celelalte relaţii de legătură. 

Propoziţia 12. Prin schimbarea reperului sau a observatorului au loc, relativ 
la tensorii viteze de deformaţie, următoarele relaţii 

F*(t*) = Q(t)F(t) + Q(t)F(t), 

L*(x", t*) = Q(t)L(x, t)QT(t) + Q(t)QT(t), Q(t)QT(t) E Asim, 

D*(x*, t*) = Q(t)D(x, t)QT(t), 

W*(x*, t*) = Q(t)W(x, t)QT(t) + Q(t)QT(t). 
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a a 
Pentru demonstraţie să observăm că t" = t + a cu.1duce la 

8t* 8t 
Atunci prima relaţie devine o consecinţă. directă a formulei (68)i. 

Pentru demonstrarea formulei ( 69)2 ţinem seama de relaţia ( 43) şi folosim 
primele relaţii din (68). Ultimele două relaţii sunt imediate dacă. se ţine cont de 
definiţiile celor doi tensori şi de cele de mai sus. 

Propoziţia 13. Prin schimbarea reperului sau a observatorului, tensorii 
deformaţie în mişcarea relativă se transformă după formulele 

F;.(x*, r*) = Q(r)Ft(x, r)QT(t), 

c;. (x*, r*) = Q(t)Ct(X, T )QT(t). 
( 1. 70) 

Prima relaţie este o consecinţă a formulelor ii) din (52) şi (68)i, aplicată la 
momentele de timp r şi t. 

Obiectivitatea tensorilor lui Rivlin-Ericksen este o consecinţă directă. a 
definiţiei acestora ( formula (58) ) şi a Propoziţiei 13. 

Propoziţia 14. Fie x• echivalentă cu X· Prin schimbarea reperului ( sau 
a observatorului) tensorii deformaţie în mişcarea relativă se transformă prin for
mulele 

(1.71) 

pentru orice 1 S k. 

Concluzii. Prin considerarea mişcărilor echivalente x şi x*, care rezultă. 
prin suprapunerea unei mişcări de corp rigid peste mişcarea dată, au rezultat atât 
câmpuri obiective , invariante, cât şi câmpuri neobiective. 

1.6 Deformaţii mici sau infinitezimale 

Prin formulele (35) au fost introduşi vectorii de deplasare, în particula X la 
momentul t, în variabile materiale, şi respectiv în variabile spaţiale prin 

u(X, t) = x- X= x(X, t) - X, sau 

u(x, t) = x - X= x - x-1(x, t). 

Gradienţii deplasărilor au fost definiţi prin relaţiile 

H(X, t) = Vxu(X, t), sau h(x, t) = Vxu(x, t). 

( 1. 72) 

( 1. 73) 

Definiţia 8. Corpul B este supus la mici deformaţii în particula X dacă 

I H(X, t) I= (tr (HT(X, t)H(X, t))) 112 ~ 1, 
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pentru orice t E R. 

Notăm 

8 = sup I H(X, t) I«: l. 
tER 

Pentru un 8 > O fixat introducem spaţiile de funcţii 

0(8) = {/: R -- X I 3 K > O :I J(s) I< Kh, Vs E R}, 

0(8) = {/: R -- X I I f~s) I -- 0,pentru h -- O}. 

(1.75) 

( 1. 76) 

Atunci, din H(X,t) E 0(8), rezultă că HT(X,t)H(X,t) E 0(82
). 

Gradientul deformaţiei se exprimă prin gradientul deplasării cu formula (37) 
şi obţinem 

F(t) =I+ H(t) =I+ 0(8) ====> F(t) ~ I, (1. 77) 

dacă am neglijat gradientul deplasării în prezenţa unităţii. Spunem că gradientul 
deformaţiei este aproximativ identitatea în cazul micilor deformaţii. 

Observaţia 10. Menţionăm că se neglijează elementele din 0(8k+1) în 
prezenţa termenilor O( 8k), cu alte cu vin te neglijăm termenii de ordin ul k + 1 în 
prezenţa termenilor de ordinul k relativ la 8 E (O, 1 ). Prin acest procedeu con
struim aproximări ale câmpurilor tensoriale finite, în ipoteza micilor deformaţii. 
Formulele obţinute prin acest procedeu vor fi considerate exacte în teorii care au 
la bază micile deformaţii. 

De asemenea se utilizează notaţia 

dacă g E (?(8k). 

Definiţia 9. Tensorul micilor deformaţii , notat tradiţional cu t:, se defineşte 
ca fiind partea simetrică a gradientului deplasării , deci 

t:(t) = t:(u)(t) = ~(H(t) + HT(t)) E 0(8), adică 
(1. 78) 

Partea antisimetrică a gradientului deplasării se notează cu 

(1.79) 
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fiind tensorul spin în cazul micilor deformaţii. Evident că 

H(t) = \lu(t) = E(t) + w(t) (1.80) 

Observaţia 11. In cele ce urmează va fi frecvent utilizată formula de dez
voltare în serie de puteri a binomului 

)
o o( o - 1) ... ( o - n + 1) n 

(1 + x = 1 + o x + ... + 
1 

x + ... , 
n. 

( 1.81) 

cu a E R şi x E Lin, care este convergentă pentru Ix I< 1. 

Convergenţa seriei de puteri, în variabila tensorială decurge din definiţia 

convergenţei seriilor formale. 

Propoziţia 15. In cazul micilor deformaţii au loc următoarele formule aproxi
mative pentru tensorii de deformaţie , în descriere materială 

E(t) ~ E(t), C(t) ~I+ 2E(t), B(t) ~I+ 2E(t), 

c(t) ~ I - 2E(t), U(t) ~I+ E(t), R(t) ~I+ w(t) 

pentru orice t E R. 

(1.82) 

Demonstraţie. Utilizăm (77) şi primele formule sunt o consecinţă directă 
a definiţiilor (31), (32). Din formula U(t) = (C(t))112 = (I+ 2E + 0(8)) 112

, 

prin dezvoltare în serie formală după formula (81), în care n = 1/2, se obţine 
aproximaţia dorită, deoarece seria este convergentă pentru 8 < 1. ln calculul 
rotaţiei, folosim teorema de descompunere polară ( formula ( 44) ) sub forma : 
R= FU-1 . 

Propoziţia 16. Tensorii de deformaţie în descriere relativă se calculează 
după următoarele formule aproximative, în cazul micilor deformaţii 

Ft(T) ~I+ H(r) - H(t), 

Ct(r) ~I+ 2(t(r) - c(t)), 

Bt(r) ~I+ 2(E(T) - E(t)), 

(Ct(T))R = R1"(t)Ct(T)R(t) ~I+ 2[(E(T) - E(t))], 

pentru orice t, T E R. 

( 1.83) 

Ca o consecinţă a formulelor (49) şi (52)ii se demonstrează primele trei 
relaţii. Ultima relaţie este derivată din (83)2 împreună cu ultima relaţie din (82). 
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Propoziţia 17. Tensorii viteze de variaţie, în cazul micilor deformaţii, se 
calculează prin formulele 

F(X, t) = H(X, t) = Vxu(X, t), 

C(X, t) ~ 2t(u)(X, t) = Vxu(X, t) + Viu(X, t), 

L(x, t) ~ H(X, t) = Vxu(X, t), 

D(x, t) ~ ~(H(X, t) + HT(X, t)) = t(u)(t), 

W(x, t) ~ ~(H(X, t) - HT(X, t)) = w(t). 

(1.84) 

Demonstraţie. Prima este o formulă exactă care se obţine din (77) prin 
derivare în raport cu timpul. A doua este o consecinţă directă a formulei exac
te C(t) = FT(t)F(t) + FT(t)F(t) în care se utilizează (84)i şi (77). Pentru 
demonstrarea relaţiilor următoare folosim formulele (39)- ( 41) de definiţie a 
gradientului vitezei, a tensorului viteză de deformare şi a tensorului spin. 

1. 7 Exerciţii şi probleme 

1. Să se demonstreze formula (2) din Propoziţia 1. 

2. Demonstraţi formula lui Euler J = J divv. 

3. Demonstraţi formula din Propoziţia 7. prin care tensorii de deformare se 
exprimă cu ajutorul gradientului deplasării sub forma 

4. Demonstraţi legătura dintre viteza gradientului de deformaţie şi gradientul 
vitezei exprimată prin relaţia ( 43) 

F(X, t) = L(x, t)F(X, t). 

5. Demonstraţi că tensorii de deformaţie E(X, t) ş1 e(x, t) sunt legaţi prin 
deformaţie sub forma 

6. Dacă k, k E C şi ). este o deformaţie de la configuraţia k la configuraţia 
k arătaţi că ( Propoziţia 1.) 

Pk = P"JJ, J = I det V>. I . 
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7. Afirmaţiile următoare sunt echivalente ( Propoziţia 4., formulele (24)) 

div v = O, p(x, t) = Po(X), J = 1. 

8. Să se arate că formulele din Propoziţia 6. 

au loc. 

F(X, t)P = p, F-1 (x, t)p = P, 

IP 1
2 = c(x, t)p · p, Ip 1

2= C(X, t)P · P, 

Ip 1
2 

- IP 1
2= 2E(X, t)P · P = 2e(x, t)p · p 

9. Explicaţi semnificaţia geometrică a tensorilor de deformaţie, utilizând 
relaţiile din Ex. 8. 

10. Demonstraţi teorema de descompunere polară. 

11. Referitor la semnificaţia mecanică a elementelor din teorema de descom
punere polară, demonstraţi că dacă Ni sunt vectorii proprii pentru C, respectiv 
pentru U, iar ni sunt vectorii proprii pentru c atunci 

Ili = RNi, 1 -1 Ni = r,;-:-F n;, 
yCi 

unde Ci, ci, sunt valorile proprii corespunzătoare ale tensorilor de deformaţie 
C,c. 

12. Relaţia dintre viteza de variaţie a tensorului de deformaţie E(X, t) şi 
tensorul vitezei de deformaţie L(x, t) este dată de 

E(X, t) = FT(X, t)D(x, t)F(X, t). 

13. Demonstraţi că derivatele materiale ale tesorilor e(x, t) ş1 c(x, t) se 
exprimă prin gradientul vitezei sub forma 

e = D - LTe - eL, C = -cL - LT C. 

14. Fie X şi x* două mişcări echivalente. Arătaţi că viteza şi acceleraţia 
în descriere spaţială nu sunt câmpuri vectoriale obiective ( demonstrând formulele 
de transformare) 

v*(x*, t*) = x~(t) + A(t)(x" - x0(t)) + Q(t) v(x, t), 

a*(x*, t*) = xâ(t) + (Ă.(t) + A2 (t))(x* - Xâ(t))+ 

+2A(t)(v - x:(t)) + Q(t) a(x, t), 
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unde A(t) = Q(t)QT(t). 

15. Studiaţi obiectivitatea câmpurilor de tip viteze de variaţie, definite în Ex. 
12. şi Ex. 13. 

16. Ştiind că tensorii Rivlin- Ericksen sunt obiectivi, studiaţi obiectivitatea 
derivatei lor materiale Ă.k(x, t). 

17. Explicitaţi deducerea formulelor apropximative (82)- (84) obţinute în 
ipoteza micilor deformaţii. 

18. Fie un corp B, care în configuraţia de referinţă reprezintă un cilindru 
de rază a şi înălţime h. Cilindrul suferă o deformaţie descrisă de 

r = ✓ AR2 + B, 0 = 0 + DZ, z = FZ, cu AF = l, 

unde (r, 0, z) reprezintă coordonatele cilindrice asociate particulei X E B în 
configuraţia deformată, iar (R, 0, Z) sunt coordonatele cilindrice ale aceleiaşi 
particule în configuraţia de referinţă. 

a) Determinaţi tensorii de deformaţie C şi B. 

b) Arătaţi că are loc o alungire a elementelor materiale în direcţia axei de 
simetrie a cilindrului. 

c) Arătaţi că planul Z = const. se roteşte în raport cu axa cilndrului, deci 
are loc o torsiune. 

d) Deformaţia este incompresibilă. 

e) Caracterizaţi modul în care se produce deformaţia şi reprezentaţi corpul 
într - o configuraţie deformată. 

19. Fie B un corp care în configuraţia de referinţă reprezintă un para
lelipiped ce se deformează astfel încât x1 = X 1 , x2 = X 2 + kX1 x3 = X 3

, 

unde (X1 , X 2 , X 3 ) sunt coordonatele lui X E B într - un reper cartezian, iar 
(x 1

, x2, x3
) sunt coordonatele lui x E Bt, t E R fixat, în acelaşi reper. 

a) Calculaţi tensorii de deformaţie C şi B. 

b) Arătaţi că valorile principale ale lui B sunt 

12 H2 12 H2 .\1 = 1 + -k + k l + -k , ,\2 = 1 + -k - k l + -k , ,\3 = 1. 
2 4 2 4 

c)Determinaţi vectorii proprii pentru C şi B. 

d) Determinaţi descompunerea polară a lui F. 

e) Reprezentaţi corpul în configuraţia deformată. 

f) Arătaţi că deformaţia descrie o fo~fecare. 

g) Este această deformaţie incompresibilă ? 
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20. Dacă Nj E Vx, I N 7 != 1 sunt direcţiile unor elemente materiale în X ~i 
Ilj sunt direcţiile elementelor materiale în configuraţia actuală, cu j E { 1, 2, 3}, 
atunci 

( 
--- ) C(X, t)N1 · N2 

COS Il1, Il2 = --;:=======--;:::======, 
Jc(x, t)N1 · N1 Jc(X, t)N2 · N2 

(N
-----N ) _ c(x, t)n1 · n2 

COS 1, 2 - -----;:=====-"""".;:=====· 
Jc(x, t)n1 • n1 Jc(x, t)n2 · n2 

21. In condiţiile descrise în Ex.20. şi cu notaţiile utilizate, arătaţi că 

dp dt = L(x, t)p, 
d 
dt (I p 1)2 = 2D(x, t)p · p, 

-----unde 012 = (n1, n2). 

22. Fie F reprezentat într - o bază carteziană prin matricea 

o 
cu .Xi > O. 

a) Determinaţi descompunerea polară. 

b) 1n ce condiţii F caracterizează o mişcare de corp rigid ? 

c) Determinaţi L, D şi W pe mişcarea dată. 

d) Care este semnificaţia unghiului 0? 

23. Arătaţi că mişcarea de corp rigid a lui P poate fi caracterizată, pentru 
orice x E Pt şi t E [t 0 , t1) prin una din afirmaiiile echivalente 

a) D (x, t) = O, 

b) v(x, t) = v(x0 , t) + w(t) X (x - x0 ), X 0 E Pt, 

c) L(x, t) E Asim, 

d) L(x, t) = W(t) E Asim, 

e) (y - x) • (v(y, t) - v(x, t)) = O, Vy E Pt. 

24. Fie T( x, t) un câmp tensori~} obiectiv. Demonstraţi că T(x, t) este 
obiectiv, dacă şi numai dacă T(x, t) = f3(x, t)I, unde /3(x, t) E R, este obiectiv. 
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2. RELAŢII CONSTITUTIVE 

2.1 Principii generale ale relatiilor constitutive 

Corpurile existente în natură sunt constituite din diferite materiale. Acest lucru 
se reflectă în teoria relaţiilor (reprezentărilor) constitutive. 

Relaţiile constitutive reprezintă constrângeri (restricţii} asupra forţelor (ten
siunilor) sau asupra mişcărilor, sau asupra celor două, în sensul că prin aplicarea 
unui sistem de forţe corpul suferă o anumită mişcare, sau deformare, care este 
diferită în funcţie de natura corpurilor. 

In mecanică se definesc diferite clase (ideale) de materiale prin precizarea 
unor relaţii caracteristice între tensorii de tensiune şi mişcarea corpului, numite 
reprezentări constitutive. 

Teoria generală a reprezentărilor constitutive stabileşte restricţiile pe care tre
buie să le satisfacă aceste relaţii pentru a putea fi folosite în descrierea matematică 
a comportării materialelor observate în natură.. 

Apoi se face o clasificare raţională a materialelor şi se demonstrează teoreme 
care descriu comportamentul materialelor dintr-o anumită. clasă. 

Descrierea matematică a comportamentului corpurilor continuu deformabile o 
facem în cadrul axiomatic descris de Noll [1958], Truesdell, Noll [1965], Truesdell 
[1972]. 

Conceptul de material introdus aici reflectă caracteristica generală. a corpurilor 
de a avea o memorie a trecutului lor, astfel încăt răspunsul materialului la o 
schimbare a formei sale să se producă, în general, după un anumit interval de 
timp. 

Pentru aceasta vom defini istoria trecută, până la momentul curent, inclusiv , 
pentru câmpuri care depind de timp. 

Definiţia 1. Fie f : R ----+ X un câmp. Definim istoria câmpului f până 

la momentul t (inclusiv) prin funcţia t: [O, +oo)----+ X dată prin 

P(s) = f(t - s), V s E [O, +oo) (2.1) 

cu s- numit parametru pe istorie, iar X, domeniul de valori considerat arbitrar. 

Notăm T = t - s, pentru orice s E [O, +oo) ( de unde T ~ t). 
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Observăm că pentru s = O obţinem valoarea curentă, la momentul t a 
câmpurilor considerate. 

Istoria procesului de deformare într-o particulă fixată este definită prin 

Ft(X, ·) : [O, +oo) -- lnvlin, Ft(X, s) = F(X, t - s ), (2.2) 

pentru orice s E [O, +oo ), fiind inclusă şi valoarea curentă, aşa cum am observat 
deja. 

Fie x : B x R -- E o mişcare a corpului. Definim istoria mişcării întregului 
corp B până. la momentul t ca fiind ansamblul istoriilor 

Formulăm principiile generale ale reprezentărilor constitutive datorate lui Noll: 
P 1. Principiul determinismului, P2. Principiul acţiunii locale, P3. Principiul 
obiectivităţii. 

Pl. Principiul determinismului 

Fie B un corp şi X E B o particulă. a sa. La orice moment de timp t starea 
de tensiune în particula X depinde de istoria mişcării până. la momentul t a 
întregului corp. 

Formalizăm, în cele ce urmează. enunţul Principiului determinismului 

T(x, t) = F( {i(Y, ·)} lveBi X) (2.3) 

Aici x = x(X, t) este poziţia particulei X în configuraţia de la momentul t, 
T(x, t) E Sim este tensiunea Cauchy în X E B, la momentul t, corespunzător 

mişcam X, iar F este operatorul constitutiv definit pe istorii, cu valori în 
Sim, care se mai numeşte, operator de răspuns, operator constitutiv, funcţionala 
constitutivă1 

, sau funcţionala memoriei. 

Prezenţa explicită a particulei X În reprezentarea constitutivă. (3) indică. posi
bilitatea existenţei unui răspuns diferit în diferite particule ale corpului ( prezenţa 
neomogenităţilor materiale).Principiul este mult prea general pentru a fi operabil. 
De aceea se întăreşte sub forma principiului acţiunii locale. 

P2. Principiul acţiunii locale 

La orice moment de timp t starea de tensiune în particula X depinde numai 
de istoria mişcării până la momentul t a unei vecinătăJi a particulei. 

In cele ce urmează. formalizăm enunţul de mai sus al Principiului acţiunii 
locale : Fie B un corp şi X E B o particulă a sa. Atunci există N x C B, 

1 Este un abuz de limbaj având în vedere faptul că valorile lui :F nu sunt în R. 
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\'ecinăLate a lui X astfel că dacă X, X : 8 ~ R --+ E sunt două mi§că.ri arbitrare 
ale corpului pentru care x(Y,r) = x(Y,r), V Y E Nx, r E R, atunci la orice 
moment de timp t 

T(x, t) = F( {x'(Y, ·)} lveBi X)= F( {i(Y, ·)} lveBi X) 

unde x = x(X, t) = x(X, t). 

(2.4) 

Definiţia 2. O pereche {X, T}, în care x este o mişcare a corpului B, 
iar T este tensiunea Cauchy, defineşte un proces dinamic. Spunem că perechile 
{x, T} şi {x*, T*} sunt dinamic echivalente dacă X, x• sunt două mişcări 
echivalente şi T este obiectiv . 

Astfel în conformitate cu Definiţia 4. (formula (62)) a mişcărilor echivalente 
şi cu Definiţia 7. (formula (67)) pentru câmpuri tensoriale obiective din cap.I, 
putem rescrie Definiţia 2. şi anume: {x, T} şi {x*, T*} sunt dinamic echivalente 
dacă şi numai dacă 

x* = x*(X, t•) = x~(t) + Q(t)(x(X, t) - xo) 

t• = t + a, VX E B, Vt E R 

T"(x*, t*) = Q(t)T(x, t)QT(t) 

unde Q(t) E Ort, x~(t), x0 E E, a E R 

P3. Principiul obiectivităţii 

(2.5) 

Fie o reprezentare constitutivă. Spunem că reprezentarea constitutivă satis
face principiul obiectivităţii (sau reprezentarea constitutivă este obiectivă) dacă 
şi numai dacă are proprietatea că îndată ce procesul dinamic {x, T}, satisface 
reprezentarea constitutivă., atunci orice proces dinamic {x*, T*}, echivalent cu 
{x, T} satisface reprezentarea constitutivă. 

Astfel reprezentarea constitutivă (3), satisface principiul obiectivităţii dacă şi 
numai dacă operatorul constitutiv satisface restricţia 

Vx* echivalentă cu x şi Q(t) E Ort. 

Reprezentările constitutive se mai numesc şi ecuaţii constitutive, sau legi de 
material. 

Ecuaţia constitutivă (3) este prea generală, atâta timp căt nu se fac referiri 
asupra modului în care este definit operatorul constitutiv. 
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2.2 Materiale simple. Forme reduse ale ecnaţiil{\r- constitutive 

Vom defini acum clasa materialelor simple, introdusă de Noll. Aşa cum vom 
ară.ta în capitolele următoare materialele elastice, fluidele vâscoase, fluidele ideale, 
fluidele Reiner - Rivlin, etc. sunt clase particulare de materiale simple. 

Observaţia 1. Prima aproximaţie a mişcării Xk, pentru fiecare t, în 
vecinătatea lui X, este gradientul deformaţiei F k (X, t), aşa cum rezultă din 
definiţia acestuia. Conform Definiţiei 3. ( formula (26)) din cap.I diferenţiala 
aplicaţiei X ---+ Xk(X, t), în X= k(X), este dată de 

Xk(Y, t) = Xk(X, t) + Fk(X, t)[Y - X]+ w(X, Y), (2.6) 

. . w(X, Y) 
cu propnetatea .J~ I y _XI = O. 

Materialele simple vor fi descrise prin reprezentări constitutive, prin care 
starea de tensiune într-o particulă fixată este determinată numai de istoria gra
dientului de deformaţie în particula respectivă. 

Definiţia 3. Fie B un corp şi X E B o particulă a sa. Spunem că, 
corpul B este constituit, în particula X, dintr-un material simplu dacă admite 
o reprezentare constitutivă de forma 

(2.7) 

în raport cu k o configuraţie de referinţă fixată. :Fk- se numeşte operatorul 
constitutiv în raport cu configuraţia de referinţă k. 

Configuraţia de referinţă va fi subânţeleasă, dar nu o vom menţiona, decât 
dacă este absolut necesar. De asemenea vom omite prezenţa explicită a par
ticulei materiale prin care se menţionau posibilele neomogenităţi ale corpului 
considerat. 

Observaţia 2. Orice material simplu satisface principiul acţiunii locale. 

Principiul obiectivităţii impune restricţii puternice asupra reprezentărilor con
stitutive. Dacă o reprezentare constitutivă satisface principiul obiectivităţii spu
nem că reprezentarea constitutivă este obiectivă. 

Vom demonstra acum o condiţie necesară şi suficientă de obiectivitate a 
reprezentării constitutive pentru materiale simple. 

Teorema 1. Fie un material simplu reprezentat prin (7) 

Reprezentarea constitutivă satisface P3. dacă şi numai dacă are loc următoarea 
restricţie asupra operatorului constitutiv 
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(2.8) 

pentru V F\ )- istorie de deformaţie în domeniul constitutiv şi pentru orice 
istorie a unui câmp ortogonal, QI(- ). 

Demonstraţie. Din principiul obiectivităţii rezultă egalităţile 

T*(x*,t*) =F((F*f(X,·)) 
li (2.9) 

Q(t)T(x, t)QT(t) = Q(t)F(Ft(X, ·))QT(t) 

Deoarece mişcările sunt echivalente în particula X între gradienţii de deformaţie 
ai celor două mişcări există legătura 

ceea ce este echivalent cu 

(2.10) 

deoarece am considerat r* = r + a, t* = t + a şir'" - t'" = r - t = s. Rezultă deci, 
din (10), egalitatea istoriilor (F*( (X,•) = Qt(· )Ft(X, • ), care introdusă în (9) 
ne conduce la rezultat. 

Reciproc. Presupunem că avem reprezentarea constitutivă (7), cu ope
ratorul constitutiv satisfăcând restricţia (8). Să arătăm că principiul obiec
tivităţii este satisfăcut. Deci să demostrărn că dacă perechea (X, T) satisface 
reprezentarea constitutivă, atunci şi perechea (x•, T*), corespunzătoare unui 
proces dinamic echivalent, o satisface. Astfel, vom considera (x, x*) echiva
lente şi T'"(x*, t'") = Q(t)T(x, t)QT(t). Dacă înlocuim valoarea curentă a ten
siunii Cauchy din reprezentarea constitutivă, în T* şi folosim egalitatea istori
ilor, din formula (10) împreună cu ipoteza (8) deducem că are loc T*(x*, t*) = 
F((F*f (X·)). 

Forme reduse ale reprezentărilor constitutive se numesc acele repre
zentări care sunt astfel încât principiul obiectivităţii să fie satisfăcut. 

Vom prezenta două forme reduse ale ecuaţiilor constitutive pentru materiale 
simple, pe care le vom nota pentru identificare prin (I) şi (II). Acestea vor fi 
utilizate frecvent în continuare. 

Teorema 2. ( Forma redusă I ) Fie un material simplu cu reprezentarea 
constitutivă (7) 

Reprezentarea 

T(x, t) = F(Ft(X, ·)) 

T(x,t) = R(X,t)F(U\X,·))RT(X,t) 
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este o formă redusă a ecuaJ1:ei constitut·imc:. ln ( 11) istoria gradient u:ui de defor
maţie este prezentă prin tensorul rotaJiilor la momentul t şi prin istoria tensorului 
lungirilor la dreapta, deoarece 

F(X, T) = R(X, r)U(X, r), (2.12) 

pentru orice T E R. 

Demonstraţie. Folosim condiţia necesară şi suficientă de obiectivitate din 
Teorema 1.( formula (8)) 

.r(QtFt(X, ·)) = Q(t).r(Ft(X, ·))QT(t), 

în care fixăm o istorie a gradientului de deformaţie şi particularizăm transfor
marea ortogonală Q(r) = RT(X,r), Vr. Aici R(X,r) E Ort se obţine din 
teorema de descompunere polară ( formula (1.44) ) rescrisă în (12). 

Pentru simplificare vom omite şi particula fixată X. Din (12) rezultă că 

Q(T)F(T) = U(T), care introdusă în (8) ne conduce la 

.r(Ut(·)) = RT(t).r(Ft(·))R(t), 

ceea ce trebuia demonstrat. 

Reciproc. Avem o reprezentare constitutivă sub forma (11). Notăm prin J: 
membrul stâng din ( 11). Definiţia operatorului J: este coerentă, deoarece istoria 
gradientului de deformaţie este conţinută în membrul stâng, prin intermediul 
descompunerii polare (la momente arbitrare de timp). Astfel 

F(Ft(,)) = R(t).r(Ut(-))RT(t) ==> T(t) = F(Ft(,)). (2.13) 

Să arătăm că F satisface condiţia (8) din Teorema 1. pentru orice Q( r) E Ort. 
Pentru aceasta să introducem istoria yt = QtFt. Din definiţia istoriei , scrisă 
pentu s ~ O, deducem că, pentru orice r = t - s, F(r) = Q(r)F(r) şi prin 
urmare avem 

R(r) = Q(T)R(r), U(r) = U(r). (2.14) 

Ultimele egalităţi sunt consecinţe ale unicităţii reprezentării polare, care a fost 
aplicată succesiv pentru F(r) şi pentru F(r) în (14)i. 

Folosim definiţia operatorului F (introdus în (13), pentru istoria Ft), relaţiile 
(14)2 şi deducem egalităţile 

F(QtFt) = F(Ft(,)) = R.(t)F(iJt(,))RT(t) = 

= Q(t)R(t)F(Ut(,))RT(t)QT(t) = Q(t)F(Ft(,))QT(t) 
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Din egalitatea primului termen cu ultimul din (15) rezultă obiectivitatea 
reprezentării. 

Observaţia 3. Reprezentarea (11) depinde de istoria rotaţiilor numai prin 
valoarea curentă şi de istoria până la momentul t a tensorilor lungirilor la dreapta. 

Teorema 3. (Forma redusă II) Fie un material simplu cu reprezentarea 
constitutivă (7) 

T(x, t) = F(Ft(X, ·)) 

Reprezentarea constitutivă satisface principul obiectivităţii dacă şi numai 
dacă operatorul constitutiv se poate reprezenta sub forma 

(2.16) 

unde 

(2.17) 

cu R = R(X, t) pentru orice A E Lin. Relaţia (17) defineşte tensorul rotit cu 
rotaţia de la momentul t . 

Demonstraţie. In deducerea acestei reprezentări se trece la mişcarea re
lativă. Nu vom mai menţiona argumentele spaţiale. Folosim formula {l.52)ii, 
sub forma F(T) = Ft(T)F(t) şi teorema de descompunere polară pentru F(t), 
şi Ft(T) date în formulele {1.45), (1.50) . Rezultă 

F(T) = Rt(T)Ut(T)R(t)U(t), sau 
(2.18) 

cu Rt( T), R( t) E Ort, dacă s-a utilizat ( 17). 

Arătăm că reprezentarea din ( 16) este o condiţie necesară. Facem deci pre
supunerea că reprezentarea constitutivă satisface principiul obiectivităţii. Cu alte 
cuvinte avem formula (8) 

Pe de alta parte Vs ~ O avem din (18), pentru T = t - s 

(QtFt)(s) = Q(t - s)F(t - s) = Q(T)Rt(T)R(t)(Ut(T))RU(t). (2.19) 

Particularizăm pentru orice T ::; t transformarea ortogonală 

(2.20) 

Introducem în (8) istoria din (19), cu transformarea ortogonală particulară 
din (20). Obţinem 

(2.21) 
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Ţinem seama acum de formulele (1.46), (1.51) 

(2.22) 

prin care rezultă. că. ră.dacinile pătrate ale tensorilor lui Cauchy-Green la dreapta 
în raport cu configuraţia de referinţă. , şi respectiv în descrierea relativă, sunt 
U(t), Ut(r). 

Să mai observăm că din relaţia anterioară şi din (17), prin care se defineşte 
tensorul rotit cu rotaţia de la momentul t , se deduce 

(2.23) 

Acum suntem în măsură să afirmăm că există operatorul :F1 , astfel încât 

:F(Ft(·)) = R(t):F((Ul(·))RU(t))RT(t) 

= R(t):F1((C!(·))R, C(t))RT(t) 

Aceasta este consecinţă directă a formulelor (21) - (23). 

Reciproca. Fie o reprezentare constitutivă de forma 

Să arătăm că operatorul constitutiv definit în (25) are proprietatea (8) 

(2.24) 

(2.25) 

(2.26) 

Pentru aceasta considerăm istoria (F*f = QtFt corespunzătoare unei mişcări 
x*. Atunci din F*(r) = Q(r)F(r) rezultă. 

R*(r) = Q(r)R(r), C*(r) = C(r) 

Ct•(r*) = Q(t)Ct(r)QT(t), 
(2.27) 

conform cu formulele din (1.68) şi (1.70). Din (25), scrisă pentru (F*f obţinem 

Din (27), cu (17) rezultă. egalitatea 

(2.29) 

care transformă relaţia (28) în 
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In fine din (30) ~i (25) rezultă propri,~ta'., .~ (26). 

Observaţia 4. In forma redusă II s-au pus în evidenţă două configuraţii de 
referinţă : configuraţia iniţială de referinţă şi configuraţia actuală, care apare 
în mod explicit datorită utilizării descrierii relative a mişcării. In raport cu 
configuraţia iniţială de referinţă se calculează atât tensorul lui Cauchy-Green 
la dreapta, care apare sub formă de parametru, cât şi rotaţia. 

Această formă redusă va fi utilizată în mod esenţial în teorema de caracterizare 
a fuidelor şi în dezvoltările din capitolele 3 şi 5. 

2.3 Principiul determinismului modificat pentru 
materiale simple cu legături 

In cele ce urmează ne vom ocupa de formularea principiului determinismu
lui modificat pentru materiale simple, în cazul în care mişcarea corpului într-o 
vecinătate a particulei considerate este supusă la anumite restricţii. Acest prin
cipiu va înlocui axiomele Pl şi P2 . 

Definiţia 3. Se numeşte legătură simplă, în particula X orice relaţie de forma 

;(F(X, t)) = O, (2.31) 

cu funcţia scalară obiectivă. Legăturile sunt restricţii constitutive. 

Propoziţia 1. Legătura (31) este echivalentă cu 

-\(C(X, t)) = O, -\(C(X, t)) = ;(U(X, t)). (2.32) 

Demonstraţie. Din obiectivitate rezultă că 

;(F(t)) = ;(Q(t)F(t)), VQ(t) E Ort. 

Fie Q(t) = RT(t) din teorema de descompunere polară pentru F(t). Din 
{1.46) avem C(t) = (U(t)) 112

. 

Observaţia 5. Legăturile (simple) se realizează prin tensiuni. Astfel relaţiile 
constitutive pentru materiale simple cu legături trebuie să fie astfel încăt să ad
mită acţiunea acestor tensiuni independent de istoria deformaţiei. Cele mai sim
ple sisteme de forţe (sau de tensiuni) de legătură sunt acelea pentru care puterea 
mecanică este nulă pentru orice mişcare compatibilă cu legăturile. Se extinde 
astfel axioma legăturilor ideale din mecanica corpului rigid. 

Principiul determinismului pentru materiale simple cu legături 

Tensiunea este determinată prin istoria gradientului deformaţiei mai puţin un 
tensor simetric, care produce o putere mecanică nulă pe orice mişcare compatibilă 
cu legăturile 

T(x, t) = N + .r(Ft(X, ·)), (2.33) 
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cu 

N · L(x, t) = O, (2.31) 

pentru orice F(X, t), pentru care A(C(X, t)) = O. 

Teorema 4. Dacă A : Sim --+ R de clasă C1
, atunci N din (33) se exprimă 

prm 

(2.35) 

cu V A(C) E Sim, iar funcţia scalară q depinde de (x, t). 

Demonstraţia foloseşte derivabilitatea în raport cu timpul a funcţiei com
puse 

t --+ f(t) = A(C(t)) = O, (2.36) 

unde C(t) = F(tfF(t). Prin derivare, din (36) rezultă 

j(t) = D-\(C(t))[C(t)] = o, (2.37) 

cu C(t) = 2F(tfD(t)F(t), dacă s-au folosit formulele (1.43), (1.40). 

Pe de altă parte din diferenţiabilitatea funcţiei ,\ rezultă că valoarea diferenţialei 
D-\(C) : Sim--+ R este liniară şi continuă. Din aplicarea teoremei lui Riesz (pe 
Sim înzestrat cu produsul scalar " · " ) rezultă că există V A( C) E Sim, ( vezi 
anexa A 1) astfel încât 

D-\(C)[A] = V-\(C) · A V A E Sim. (2.38) 

Din (37) cu (38) avem 

VA(C(t)) · 2F(tfD(t)F(t) = O, sau F(t)V-\(C(t))F(tf · D(t) = O. (2.39) 

Reciproc, din (39) care este adevărată pentru orice t rezultă prin integrare 
că A(C(t)) = const. 

Rescriem acum (34) sub forma 

N · D(x,t) = O, (2.40) 

pentru orice D( x , t) pentru care F(t)VA(C(t))F(tf · D(t) O, unde s-a 
avut în vedere simetria lui N, şi reprezentarea echivalentă a legăturii prin (39). 
Eliminând legătura, prin introducerea multiplicatorului Lagrange, din ( 40) avem 

(N - qF(t)V-\(C(t))F(t)1') · D(x, t) = O, 
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pentru orice D(x, l) E Sim. Deducem deci forma tensorului de legătu;ă N. 

Dăm mai jos două exemplificări , în cazul legăturii de incompresibilitate şi 
inextensibilitate. 

Teorema 5. Tensiunea pentru materialele simple, incompresibile este deter
minată prin istoria gradientului de deformaţie mai puJin un tensor sferic, care 
defineşte o presiune de tip hidrostatic. Deci 

T(x, t) = -p(x, t)I + .r(Ft(X, -)), (2.42) 

pentru orice Ft pentru care det F( T) = 1, la orice moment de timp T E R. 

Demonstraţia se obţine imediat dacă ţinem seama de condiţia de incompre
sibilitate caracterizată prin div v = tr L = O, conform cu Propoziţia 4. (formula 
(1.24)). Dar tr L = L · I = O. Direct din principiul determinismului modificat 
(33), eliminând legătura obţinem 

(N + pi) · L = O, 

pentru orice L E Lin, ceea ce este echivalent cu N = -pi. Ceea ce trebuia 
demonstrat. Am obţinut astfel un rezultat datorat lui Poincare. 

Teorema 6. Tensiunea pentru materiale simple cu legătură de inextensibi
litate într-o direcţie este determinată prin istoria gradientului de deformaţie mai 
pujin o tensiune uniaxială. Mai precis fie ek E V, cu I ek I= 1, direcţia de 
inextensibilitate, în configuraţia de referinţă, atunci 

T(x, t) = qFek ® Fek + .r(Ft(·)), (2.43) 

pentru orice Ft pentru care Ă(C) = ek · Cek - 1 = O. 

Demonstraţia este o consecinţă directă a formulei de calcul pentru diferenţiala 
legăturii 

Obţinem astfel rezultatul lui Adkins şi Rivlin. 

2.4 Grupuri de simetrie materială. Clasificarea 
materialelor simple 

Conceptul de simetrie materială sau izomorfism material este datorat lui Noll 
şi devine instrumentul matematic care permite clasificarea materialelor simple în: 
fluide, solide, fluide cristaline, corpuri izotrope. Această clasificare are în vedere 
comportamentul unor anumite corpuri materiale faţă de unele transformări ale 
configuraţiilor lor de referinţă. 
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Se stabileşte un criteriu de clasificare prin descrierea mulţimii transformărilor 
configuraţiei de referinţă, relativ la care răspunsul materialului este acelaşi; în 
sensul că experimental nu poate fi pusă în eviden~ă transformarea suportată de 
corp în configuraţia de referinţă. 

Reamintim că în definiţia materialelor simple, Definiţia 3., formula (7), se 
avea în vedere caracterizarea constitutivă într-o particulă. materială fixată. 

Teorema 7. Relaţia de legătură dintre operatorii constitutivi urmare a schim
bării configuraţiei de referinţă definită prin deformaţia 

(2.44) 

cu P = V >.(X1 ), este dată prin 

.1"1c2 (Ft
2
(X2,·);X2) = F1c1 (F~

2
(X2,·)P(X1,·);Xi), (2.45) 

unde X; = k;(X), cu j E {1, 2}. 

Fig. 2.1 

Demonstraţie. Fie X o mişcare dată. Definim mişcările Xk
1

, punînd în 
evidenţă şi deformaţia >., conform reprezentărilor din Fig. 2.1 . Rezultă relaţia 

(2.46) 

pentru orice X E B ş1 Xi = ki(X), Vr E R. Diferenţiind în raport cu X 1 şi 

folosind ( 44)2 avem 

(2.4 7) 

Dacă notăm prin .1"1c, funcţionalele constitutive care caracterizează răspunsul 
materialului la o aceeaşi mişcare dată, dar raportînd la configuraţiile i~i, atunci 
din definiţia (7) a mat.crialelor simple avem 

46 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



(2.48) 

Folosim ( 4 7) în ( 48) şi obţinem afirmaţia din enunţ. 

Reamintim că în definiţia materialelor simple se avea în vedere caracterizarea 
constitutivă într-o particulă fixată. De aceea apare naturală problema precizării 
unor condiţii matematice din care să rezulte dacă două particule sunt constituite 
sau nu din acelaşi material. 

Definiţia 4. Două puncte materiale X1 , X2 sunt material izomorfe ( sau 
sunt constituite dintr-un acelaşi material), dacă 3 k1 , k2 configuraţii ale corpului 
B astfel încât 

(2.49) 

pentru orice Ft - istorie a unui câmp tensorial nesingular şi Xj = kj (Xi). 

Observaţia 6. Evident că V X E B este izomorf cu el însuşi, dacă k1 = k2 . 

Ne interesează cazul în care X este material izomorf cu el însuşi într-un mod 
netrivial. 

Definiţia 5. Spunem că două configuraţii k1 , k2 sunt material izomorfe în 
X, dacă au loc relaţiile ( 49) cu Xi = kj (X). 

Teorema 8. Fie k1 , k2 două configuraţii material izomorfe în X ş1 

A : k1 (B) --+ k2(8) deformaţia între cele două configuraţii, atunci 

i) P = VA(X1 ) E Unim, 
(2.50) 

pentru orice Ft. 

Pentru demonstraţie vom folosi relaţia de schimbare a densităţilor corpului 
în X, ca urmare a deformaţiei dată, prin formula (1.2) 

(2.51) 

cu P definit prin ( 44). Deci egalitatea densităţilor din ( 49) impune ca P E Unim. 

Utilizăm acum relaţia de legătura între operatorii constitutivi la schimbarea 
configuraţiei de referinţă ( 45) şi ipoteza, conform Definiţiei 5., 

(2.52) 
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Din ( 52) se obţine ii). 

Observaţia 7. Precizăm încă o dată că în formula (41) se avea în vedere 
o aceeaşi mişcare a corpului, dar se foloseau două reprezentări ale acesteia, iar 
X= Xk1 (X1,t) = Xk2 (X2,t) (vezi Fig. 2.1). 

ln cazul configuraţiilor material izomorfe k1 , k2 se au în vedere mişcările 
Xkt1Xk2 , (vezi Fig. 2.2), la care este supus corpul aflat în-configuraţiile k1(8) şi 
respectiv, k2(B). Cele două mişcări au aceeaşi istorie a gradientului de deformare, 
în imaginile particulei materiale, în cele două configuraţii. Poziţia particulei în 
configuraţia actuală prin cele două mişcări este diferită, dar starea de tensiune şi 
densităţile sunt aceleaşi 

(2.53) 

Fig. 2.2 

Definiţia 6. Se numeşte grup de sim.cfric a materialului în particula X, 
relativ la configuraţia de referinţă k mulţimea 

(2.54) 

Orice transformare H E 9k(X) se numeşte transformare de simetrie materială 
relativ la configuraţia k. 

Teorema 9. 1) 9k(X) este un subgrup în Unim relativ la operaţia de 
compunere a aplicaţiilor în Lin. 

2) Dacă k1, k2 sunt două configuraţii de referinţă atunci 

(2.55) 

cu P = v7 >.(X1 ), iar >. este deformaţia de la configuraţia k1 la configuraţia k2 . 

Demonstraţie. 1) Fie H 1 E 9k atunci H 1 E Unim şi deci există H 11, iar 

(2.56) 
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Fie F(T) = F(T)H 1 , cu F(T) E lnvlin introdus În (56). In conformitate cu 
(54) rezultă că H~1 

E 9k· 

Dacă H 1, H 2 E 9k atunci au loc egalită.ţile 

(2.57) 

prima egalitate având loc în baza faptului că H2 E 9k, pentru F(-r) = F( T )H1 

şi ultima datorită apartenenţei H1 E 9k· 

2) Demonstrăm dubla incluziune a mulţimilor din (55). Fie H E 9k1 • Din 
( 45) şi (54) avem 

.rk2 ( (FtH)P-1; X2) = .rk1 (FtH; Xi) = Fk1 (F\ X1) 
(2.58) 

Pentru F( T) = F( T )P-1 din (58) rezultă 

(2.59) 

din care avem 

(2.60) 

Deci 

(2.61) 

Similar se demonstrează cealaltă implicaţie. 

Propoziţia 2. Dacă k1 , k2 sunt configuraţii material izomorfe în X, atunci 

(2.62) 

Reciproca nu este adevărată. 

Demonstraţia egalităţii grupurilor de simetrie este evidentă din ( 49)2. 

Pentru a demonstra că reciproca nu este adevărată considerăm două configuraţii 
k1 , k2 legate între ele printr-o dilatare sau comprimare , adică P = V .A(X1 ) = al 
cu a f- 1, a > O. Din Teorema 9. obţinem că cele două grupuri de simetrie 
coincid, dar densităţile nu sunt egale, deoarece 

Astfel este contrazisă Definiţia 5. S-a pus, prin urmare, în evidenţă propri
etatea materialelor simple de a-şi păstra printr-o dilatare grupul de simetrie. 
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In cele ce urmează ,_r:\, fi wxer.ară teorema de maximalitate a Ort în C nim. 
Oricare ar fig un grup cu proprietatea Ort C g C Unim, rezultă 

g = Ort, sau g = Unim. (2.63) 

Demonstraţia acestei teoreme, datorată lui Noll [1965], este dată în Anexa 
A3. 

Cu ajutorul conceptului de grup de simetrie materială Noll a introdus următoa
rele definiţii 

Definiţia 7. Corpul B este constituit dintr-un material solid în X dacă 

există o configuraţie a sa, k astfel încât 

9k(X) C Ort. (2.64) 

Definiţia 8. Corpul B este constituit dintr-un material fluid în X dacă 

există o configuraţie a sa, k astfel încât 

9k(X) = Unim. (2.65) 

Definiţia 9. Corpul B este constituit dintr-un material izotrop în X dacă 

există o configuraţie a sa, k astfel încât 

9k(X) ::) Ort. (2.66) 

Definiţia 10. Corpul B este constituit dintr-un material fluid cristalin sau 
cristal fluid în X dacă există o configuraţie a sa, k astfel încât 9k(X) nu este 
un subgrup din Ort şi nu este fluid. 

Configuraţiile din definiţiile anterioare se numesc configuraţii nedistorsionate 
de solid, fluid şi respectiv de izotropie. 

Definitia 11.(Configuraţie naturală) Fie un material simplu descris prin 
ecuaţia constitutivă (7) 

în raport cu configuraţia de referinţă k. Spunem că, configuraţia de referinţă. k 
este configuraţie naturală dacă corpul menţinut nedeformat în această configuraţie 
suportă tensiune zero. 

Propoziţia 3. k este o configuraţie naturală pentru un material simplu dacă. 
şi numai dacă 

(2.67) 

Demonstraţia decurge din aplicarea principiului obiectivităţii P3.( formula 
(8) din Teorema 1.) pe istoria Ft = It 
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Deci dacă, k este configura~ic : 1 aturală, atunci memhrul stâng din relaţia 
anterioară este nul, de unde rezultă (67). Reciproca este evidentă. 

Observaţia 8. Existenţa unei configuraţii naturale pentru un material simplu 
este o ipoteză constitutivă. ln cazul fluidelor (în sensul lui Noll) corpul menţinut 
nedeformat într-o configuraţie a sa ( deformată) suportă. tensiuni caracterizate 
printr-un tensor sferic, deci tensiuni de tip presiune hidrostatică. 

2.5 Corpuri izotrope 

Vom începe prin a da o teoremă de caracterizare a transformărilor ortogonale 
care aparţin grupului de simetrie materială. 

Teorema 10. Fie Q0 E Ort. Atunci 

(2.68) 

pentru orice Ft. 

Demonstraţie. Fie F( r) E Invlin. Deoarece Q0 E 9k(X) rezultă că 

Qa E 9k(X). Din (54) cu istoria descrisă prin QoF(r) avem 

(2.69) 

Din condiţia necesară şi suficientă ca :Fk să satisfacă principiul obiectivităţii 
((8) din Teorema 1. , paragraful 2.2 ), 

(2. 70) 

scrisă pentru Q( T) = Q0 , Vr E R, rezultă că (68) are loc. 

Reciproc. Presupunem că are loc restricţia asupra operatorului constitutiv 
din (68). Folosim din nou proprietatea (70) de obiectivitate pentru Q( T) = Q0 . 

Astfel din (68) şi (70) avem 

(2.71) 

din care renotând QoF(r) cu F(r) se obţine că Qa E 9k(X). Deoarece 9k(X) 
este subgrup deducem că Q0 E 9k(X). 

Teorema 11. B este un corp izotrop dacă şi numai dacă operatorul constitutiv 
este izotrop, deci 

(2.72) 

Demonstraţia este imediată folosind Teorema 10. şi faptul că Ortngk(X) = 
Ort, conform definiţiei 9., formula (66), a corpului constituit dintr-un material 
izotrop. 
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Teorema 12. Dacă B e::.;Lc un corp izotrop atunci B este sau solid izotrop 
sau fluid în particula X. 

Demonstraţia decurge din maximalitatea Ort în Unim, şi din Definiţia 9. 
Deci conform definiţiei există k E C astfel încât 

9k(X) :::> Ort ==> 9k(X) = Ort, sau 9k(X) = Unim. (2. 73) 

Dacă 9k(X) = Ort atunci 9k(X) C Ort. Din Definiţia 7. rezultă că B este 
solid în particula considerată. 

Dacă 9k(X) = Unim atunci din Definiţia 8. rezultă că B este fluid în 
particula considerată. 

Vom da acum o teoremă de reprezentare pentru corpuri izotrope 

Teorema 13. Forma redusă II pentru corpuri izotrope în particula X este 
dată de reprezentarea constitutivă 

(2.74) 

Aceasta este izotropă în ambele argumente, adică 

(2. 75) 

pentru orice Q E Ort, cu B = FFT - tensorul lui Cauchy-Green la stânga şi 
C!{·)- istoria tensorului lui Cauchy-Green la dreapta în descriere relativă. 

Demonstraţia are ca punct de plecare forma redusă II, dedusă în Teorema 
3., formula (16). Fie procesul T---+ F(r) E Invlin şi fie 

(2. 76) 

cu R(t) E Ort din descompunerea polară a lui F(t). Aplicând teorema de 
descopunere polară şi unicitatea descompunerilor din (76) avem 

Conform formulelor din (1.49) , (1.52);;, (77) obţinem că 

C( t) = R(t)C(t)RT( t), 

Din (16) avem, pe de altă parte 

Corpul fiind izotrop RT(t) este în 9k(X), timpul fiind fixat. Deci 
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Am folosit (79) cu (77) ~/ (78) .\~t f:1 :1m ,rnH.'l.t ,5. reprezentarea constitutivă. 
este de forma (74). 

Rămâne să mai demonstrăm izotropia operatorului constitutiv în raport cu 
ambele argumente. Pentru aceasta considerăm F( T) pntru orice T E R şi fie 

(2.81) 

cu Q E Ort. Folosim formulele (1.52)ii, (1.49), (1.31) şi deducem că 

- T Ft(T) = QFt(T)Q ' 
(2.82) 

B(T) = QB(T)QT. 

Din reprezentarea constitutivă (74) pentru istoria procesului F( T) se obţine 

(2.83) 

Din (72) rezultă că 

(2.84) 

Dacă ţinem seama de modul în care este conţinută dependenţa de istoria pro
cesului de deformare în reprezentarea constitutivă (74), din (84) cu (83) şi (80) 
deducem condiţia de izotropie din (75). 

Reciproc. Dacă un corp admite o reprezentare constitutivă de forma (74), 
cu proprietatea (75), atunci el este izotrop. 

2.6 Fluide 

2.6.1 Fluide în clasa materialelor simple 

In acest paragraf ne ocupăm de reprezentări constitutive pentru corpul B 
constituit în particula X dintr-un material simplu, caracterizat prin (7) 

(2.85) 

în raport cu k, o configuraţie de referinţă fixată, care are proprietatea că grupul 
său de simetrie 9k(X) = Unim. Deci conform definiţiei 8. avem în vedere un 
corp fluid. 

Vom demonstra teorema datorată lui Noll 

Teorema fundamentală asupra fluidelor. Orice corp B constituit dintr
un fluid în particula X are o ecuaţie constitutivă de forma 

T(x, t) = -p(p)l + R(C!(·), p), (2.86) 
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cu proprietăţile 

(2.87) 
b) n(r(-),p) = o, 

unde r(s) = I. 

Reciproc, dacă un corp admite o reprezentare constitutivă. dată prin (86) cu 
proprietăţile (87) atunci el este fluid. 

Demonstraţie. Conform definiţiei 9k(X) = Unim :) Ort deci este în par
ticular izotrop. Prin urmare putem utiliza teorema de caractlrizare a corpurilor 
izotrope şi să considerăm reprezentarea constitutivă dată prin Teorema 13. 

(2.88) 

cu operatorul constitutiv izotrop în ambele argumente. 

Vom demonstra că dependenţa de B(t) se transformă în dependenţă de p, 
ca o consecinţă a faptului că grupul de simetrie este Unim. 

Considerăm F( r) , pentru orice r E R fixat şi definim 

(2.89) 

Alegem transformarea H = aF-1 (t) astfel încât HE Unim. Deci ci =I det F(t) I, 
sau a 3 = Po. Cu această valoare avem 

p 

(2.90) 

Din (89) se obţine 

F't(r) = Ft(r), C\(r) = Ct(r), 

(2.91) 

Aplicăm Definiţia 8., a fluidelor şi ţinem seama că transformarea construită. 
în (90) este o transformare de simetrie materială. Din (88) rezultă 

dacă se utilizează (91). Această relaţie arată că valoarea curentă a tensiunii 
depinde de B numai prin valoarea determinatului său, care este dependent de 
de,isitate. 

1n continuare introducem operatorul 

(2.93) 
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i,nJc T0 = ..r;(l1
(,), (de1, B(t)) 113I). Atunci din (93) dcduc~m că 

T(x, t) = (F1(C~(-), (det B(t))113I) - To)+ To= 

= R(C~(·),p) + To. 

Evident că R(It ( ·), p) = O. Deci am demonstrat proprietatea b). 

(2.94) 

Folosim acum proprietatea de izotropie a operatorului F 1 , din (88), în raport 
cu ambele argumente, care prin (92) devine 

pentru orice Q E Ort. (95), prin particularizarea istoriei tensorilor lui Cauchy
Green în descriere relativă C~(-) = r(-), conduce la proprietatea 

To= QToQT, V Q E Ort ~ To= -p(p)I. (2.96) 

Ultima parte a formulei (96) este o consecinţă a faptului că un tensor simetric 
permută cu orice transformare ortogonală dacă. şi numai dacă este un tensor sferic. 

Din (95) cu (96) şi definiţia operatorului R din (93) se obţine şi proprietatea 
a) de izotropie. 

Reciproc. Să demonstrăm că. dacă un corp este caracterizat în particula X 
printr - o reprezentare constitutivă. (86), (87) , atunci 9k(X) = Unim, ceea ce 
înseamnă. că. F(F1H) = F(F1

), pentru orice H E Unim. Fie pentru aceasta, 
F(r) = F(r)H, atunci p = p, F1(r) = Ft(r), Ct(r) = Ct(r). Deci tensorii 
de deformaţie menţionaţi şi densitatea curentă. rămân invarianţi la transformarea 
H, de unde decurge afirmaţia . 

Observaţia 9. ln teorema de caracterizare a lui Noll asupra fluidelor intervine 
numai configuraţia actuală de referinţă, în raport cu care se determină tensorii 
lui Cauchy-Green la dreapta în descrierea relativă. şi densitatea. De aici decurge 
afirmaţia că descrierea actuală este proprie fluidelor. Familiar vorbind ele îşi uită 
trecutul, adică configura\ia iniţială de referinţă. ln cazul general al materialelor 
simple am remarcat ( vezi Observaţia 4. din paragraful 2.2) prezenţa a două 
configuraţii de referinţă. 

Vom prezenta câteva proprietăţi ale corpurilor care sunt descrise matem
atic prin reprezentări constitutive de forma (86). Deducem astfel semnificaţia 
mecanică conţinută în afirmaţiile anterioare, care justifică atribuirea numelui de 
fluide acestor materiale. 

Propozitia 4. Fie B constituit dintr-un fluid în particula X şi k o configurţie 
nedistorsionată de fluid , fixată prin definiţie. 

Atunci orice configuraţie k obţinută din configuraţia k printr-o deformaţie 
>. care păstrează densitatea este material izomorfă cu k. 

Demonstraţie. >. = k o k- 1 păstrează densitatea dacă şi numai dacă 
I detP I = 1 , cu P = V >.(k(X)), ca o consecinţă a formulei (1.2) 
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( Pk =I detV,\(k(X)) Ip-;;.). Deci 2.11 10, formulele din (49) 

Pk(X) = Pic(X) cu X= k(X), X= k(X), 

Fk(Ft(·); X)= Fk(Ft(·)P) = Fk(Ft(-); X). 
(2.97) 

Cel de-al doilea rând de egalităţi se obţine ca o consecinţă a faptului că 
P E 9k ( X ) , conform definiţiei 8. a fluidelor şi a formulei de legătură 
între operatorii constitutivi, la schimbarea configuraţiei de referinţă ( formula 
( 45)). 

Propoziţia 5. Un fluid menţinut nedeformat relativ la o configuraţie defor
mată , suportă o tensiune care corespunde unei presiuni hidrostatice ( fluidul nu 
poate suporta tensiuni tangenţiale). 

Demonstraţia rezultă din interpretarea condiţiei b) din proprietăţile opera
torului constitutiv din (87). Cum 

(2.98) 

cu T = t - s ~ t. Ultima relaţie din (98) se rescrie F(T) = Qt(T)F(t), de unde 
prin descompunerea polară a gradientului de deformaţie şi utilizarea unicităţii 
descompunerii rezultă 

(2.99) 

Din (99) deducem că la orice moment de timp tensorul lungirilor este menţinut 
constant, corpul fiind supus local la o rotaţie, deci nu are loc o deformaţie propriu
zisă în raport cu o configuraţie fixată. 

Evident dacă starea de tensiune este dată prin T( x, t) = -p(p )I vectorul 
de tensiune exercitat pe un element de suprafaţă de normală n(x) E V, 
T(:::.c, t)n(x) = -p(x)n(x) este pe direcţia normalei, neexistând componente 
tangenţiale. 

Funcţia scalară p(p) se numeşte presiune hidrostatică. 

2.6.2 Clasa fluidelor vâscoase 

Definiţia 12. Un corp B este un fluid de tip vâscos, în particula X, dacă 
admite o reprezentare constitutivă de forma 

T(x, t) = h(L(x, t),p(x, t), v(x, t), x, X, t), (2.100) 

pentru o mişcare dată, unde 

x = x(X, t), 

L(x, t) = Vv(x, t), 
Po(X) 

p(x, t) = I det F(X, t) 1 · 

(2.101) 
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Teorema 14. Rq::rezcf'',ar,=,a constitutivă a fluidelor de tip vâscos (100) sa
tisface principiul obiectivităţii dacă şi numai dacă este de forma 

T(x, t) = h(D, p, X), (2.102) 

cu proprietatea h(QDQT, p, X) = Qh(D, p, X)QT. Aceste condiţii sunt echiva
lente cu considerarea clasei fluidelor de tip Reiner - Rivlin 

T(x, t) = cpo(jo, p)I + cp1(jo, p)D + cpi(jo, p)D2, (2.103) 

pentru care setul de invarianţi este definit prin 

(2.104) 

Demonstraţie. Presupunem că elementele perechii (x, T)- mişcarea şi 
tensiunea Cauchy, sunt legate prin reprezentarea (100). Atunci din principiul 
obiectivităţii P3.( formula (8) din paragraful 2.2), rezultă restricţia asupra funcţiei 
constitutive de forma 

h(L *(x*, t*), p*(x*, t*), v*(x*, t*), x*, X, t*) = 
(2.105) 

= Q(t)h(L(x, t), p(x, t), v(x, t), x, X, t)QT(t), 

pentru orice Q(r) E Ort, x~(-r) E [ x0 E [, a E R,r E R, elemente 
care caracterizează procesul dinamic (x*, T*) echivalent , conform cu (1.62), cu 
procesul (x, T). 

Relaţiile de legătură între câmpurile corespunzătoare perechii de mişcări echiva
lente (X, x*) sunt calculate conform definiţiilor acestora din (101) 

p*(x*,t*) = p(x,t), 

v*(x*, t*) = x0(t) + Q(t)v(t) + Q(t)QT(t)(x - x0 ), (2.106) 

L*(x*, t") = Q(t)L(x, t)QT(t) + Q(t)QT(t), V Q(t) E Ort. 

Din ( 105) şi ( 106) rezultă restricţia 

h(QLQT + QQT,P,Xo + Qv + QQT(x - Xo),xo + Q(x - Xo),X, t +a)= 
(2.107) 

= Qh(L, p, v, x, X, t)QT. 

Relaţia este scrisă în particula X şi la momentul t, fixate. Alegem următoarele 
valori particulare 

t + a = O, Q = I, Q = O, x0 = O, x~ = -x, ic~ = -v, (2.108) 

care introduse în (107) conduc la 
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h(L(x, t), p(x, t), v(x, t), x, X, t) = 
(2.109) 

= h(L(x,t),p(x,t),O,O,X,0) = h(L,p(x,t),X). 

In noua funcţie, Îi, restricţia (105) impusă de principiul obiectivităţii devine 

(2.110) 

pentru orice r----+ Q(r) E Ort. Deoarece Q(t)QT(t) E Asim, pentru orice t E R 
alegem, pentru t fixat, valorile 

Q(t) = I, Q(t) = -W(x, t) = -{L(x, t) }a, (2.111) 

care introduse în (110), împreună cu reprezentarea L = D + W, ne conduc la 
demostrarea fapt ului că 

h(L, p, X) = h(D, p, X), (2.112) 

cu proprietatea h(QDQT,p,X) = Qh(D,p,X)QT. 

A doua relaţie din (112) provine din relaţia (110). 

Am arătat deci că aplicaţia D --+ h.(D, p) E Sim este izotropă. Aplicăm 
teorema lui Cauchy ( vezi anexa A2 ), de reprezentare a funcţiilor izotrope cu valori 
tensori simetrici, de variabilă tensor simetric şi rezultă reprezentarea (103). 

Observaţia 10. Existenţa unui câmp ortogonal, T ----+ Q( T) E Ort, cu 
proprietatea (111) pentru T = t, fixat rezultă din următoarea propoziţie 

Propoziţia 6. 1) Fie W E Asim atunci există Q(r) E Or·t, V r E R 
astfel încât Q(t) = I, Q(t) = W. 

2) Câmpul ortogonal poate fi construit cu soluţia problemei Cauchy 

X(t) = WX(t), X(0) = I, (2.113) 

unde X( t) E Lin , pentru orice t E R. 

Demonstraţia se bazează pe existenţă soluţiei sistemului diferenţial cu coefi
cienţi constanţi, reprezentată sub forma X(t) = X(0) exp(W t). Pentru a demon
stra că soluţia defineşte un câmp ortogonal asociem problema Cauchy pentru 
Z(t) = XT(t)X(t). 

Observaţia 11. Clasa fluidelor Reiner - Rivlin descrie fluide compresibile, 
datorită prezenţei densităţii curente sub formă de parametru. O subclasă remar
cabilă a fluidelor Reiner - Rivlin o constituie fluidele liniar vâscoase compresibile. 

Definiţia 13. Un corp este constituit într-o particulă a sa dintr-un fluid liniar 
vâscos, compresibil, dacă admite o reprezentare constitutivă , în clasa fluidelor 
Reiner - Rivlin, determinată de funcţia D --+ h(D, p) E Sim izotropă şi afină. 
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folosim anexa A2 pentru rt::_1Jrczentarea termenului liniar din ecuaţia constitu
tivă de mai sus. Rezultă reprezentarea constitutivă. a fluidele liniar vâscoase 
compresibile , sau fluidele Navier - Stokes compresibile. 

T(x, t) = (-p(p) + ,\(p)tr D)I + 2µ(p)D. (2.114) 

Observaţia 12. Dacă impunem legătura de incompresibilitate atunci în baza 
principiului determinismului modificat pentru materiale simple cu legături (vezi 
Teor~ma 5., formula (2.42)) rezultă următoarele reprezentări constitutive 

Clasa fluidelor Reiner- Rivlin incompresibile 

(2.115) 

pentru {D E Sim I tr D = O}. 

Clasa fluidelor liniar vâscoase incompresibile, numite şi fluide new
toniene sau fluidele Navier - Stokes incompresibile, este definită prin 

T(x, t) = -p(x, t)I + 2µD, (2.116) 

pentru orice D E Sim, cu tr D = O. 

Problema cu date la limită pentru fluide vâscoase liniare 

Fie n C Rn domeniu mărginit , cu n = 2 sau n = 3. Formulăm problema 
spaţială, deci pentru n = 3. 

Să se determine câmpul vitezelor şi câmpul presiunii 

(2.117) 
P: n x [D,t1) - R, 

care verifică în n, pentru orice t E [O, ti) ecuaţiile de mişcare 

div T(x, t) + p0 b(x, t) = p0a(x, t), (2.118) 

reprezentarea constitutivă pentru fluide liniar vâscoase incompresibile 

T(x, t) = -p(x, t)I + 2µD(x, t), (2.119) 

relaţiile geometrice 

(2.120) 
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condiţi2-. de incompresibilitate 

div v(x, t) = O, 

condiţiile pe frontiera domeniului ocupat de fluid ( an ) 

v(x, t) lr1 = O, T(x, t)n(x) b= f(x, t), 

unde an= r 1 U f 2 , şi condiţiile iniţiale 

v(x,O) = V 0(x), Vx E n. 

(2.121) 

(2.122) 

Dacă se elimină câmpul de tensiuni rezultă ecuaţiile N avier - Stokes pentru 
fluide vâscoase incompresibile 

8v 8t + Vv[v]- v l:!,.v = -V p + b 

div v = O, 

unde v = !!_ este aşa zisa vâscozitate cinematică a materialului. Aici !:!,. 
Po 

reprezintă operatorul Laplace. 

Intr-un reper inerţial, reprezentarea în baza carteziană a ecuaţiilor N avier 
- Stokes pentru determinarea câmpului vitezelor şi a câmpului presiunii este 
obţinută sub forma 

OVi k OVi i Op i 
-+v --11!:!,.v = --. +b 
Ot OXk OX 1 

Precizarea cadrului funcţional este necesară în formularea problemelor cu date 
pe frontieră (şi eventual cu date iniţiale) ca şi pentru demonstrarea teoremelor 
de unicitate şi existenţă. Există o bogată literatură în care sunt studiate pro
blemele matematice privind existenţa, unicitatea şi regularitatea soluţiilor proble
mei prezentate, sau pentru diferitele liniarizări posibile ale modelului. De aseme
nea există rezultate în care domeniul n ocupat de fluid este nemărginit, sau 
de o formă variabilă, sau rezultate în care există condiţii diferite de condiţia 
de aderenţă, de exemplu există porţiuni care sunt permeabile ( vezi spre exem
plu Serrin [1955), Iacob [1959], Lions [1969], Temam [1979], Ladijenskaia [1970], 
Dragoş [1983)). 
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2.7. Corpuri solide 

2. 7 .1 Corpuri solide şi izotrope 

Vom demonstra acum teorema de caracterizare a corpurilor solide şi 
izotrope într-o particulă X E B. 

Teorema 15. Dacă, k este o configuraţie nedistorsionată de corp solid şi k 
este o configuraţie nedistorsionată de corp izotrop atunci 

9k(X) = 9:iJX) = Ort, 

unde X= k(X), X= k(X). 

Demonstratie. Din Definiţia 7. a corpului solid ( în particula X ) rezultă 
că există k E C astfel încât 9k C Ort. Corpul fiind în acelaşi timp şi izotrop 
în particula considerată, există k E C astfel încât 9k :::) Ort. Din teorema de 
maximalitate a Ort în Unim (vezi A3 ) obţinem că 

l) 9k = Ort sau 2) 9k = Unim. 

Din Teorema 9. formula (55), aplicată pentru cele două configuraţii de referinţă 
k, k obţinem legătura dintre grupurile de simetrie 

(2.123) 

Presupunem că are loc 2) 9k = Unim. Din (123) 9k 
cotrazice ipoteza 9k C Ort. Rămâne posibil cazul 

Unim, ceea ce 

9k = Ort şi 9k C Ort. 

Folosim relaţiile (123) şi (124) din care rezultă 

Ort Pa = Pagk, cu 9k C Ort. 

Deci pentru orice Q E 9k există Q E Ort ( şi reciproc ) astfel încât 

QPa = PaQ şi Pa = RoUa, Ro E Ort, Ua E Psim {::::::::> 

(2.124) 

(2.125) 

Mai sus am considerat descompunerea polară pentru Pa E Invlin. Din (125), 
folosind unicitatea descompunerii polare, rezultă 

(2.126) 

Prin urmare legătura dintre elementele Q E 9k = Ort ŞI Q E 9k există sub 
forma relaţiei (126)i sau într-o formă echivalentă 

9k = Ort = RogkR~. 
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Astfel rezultă 9k = Ort, ceea ce trebuia demonstrat. 

Observaţia 13. Din teorema demonstrată a rezultat că dacă corpul este solid 
şi izotrop, într-o particulă fixată, atunci operatorul constitutiv este izotrop. 

In propoziţia care urmează se utilizează notaţiile introduse în Teorema 15. 

Propoziţia 7. 1) Dacă k şi k sunt două configuraţii de corp solid şi izotrop 
atunci P 0 = aRo, o: E R+· 

Demonstraţie. In teorema 15. am arătat că 9k = 9k = Ort iar din (126) 
rezultă că, QU0 = UoQ pentru orice Q E 9k = Ort. Deci Uo permută cu orice 
transformare ortogonală. Deducem că Uo = o:I, de unde rezultă afirmaţia din 
enunţ. 

Observaţia 14. S-a demonstrat că trecerea de la o configuraţie nedistor
sionată de corp solid şi izotrop la o altă configuraţie de corp solid şi izotrop 
se face printr-o deformaţie, care local reprezintă o dilatare ( sau comprimare) 

compusă cu o rotaţie. 

Configuraţiile k şi k sunt material izomorfe ( vezi Definiţia 5.) dacă şi numai 
dacă a= 1. 

2. 7.2 Corpuri elastice 

Vom prezenta acum ecuaţiile constitutive care descriu comportamentul cor
purilor constituite dintr-un material elastic , sau simplu al corpurilor elastice, 
privite ca o subclasă a materialelor simple. Pentru început ne plasăm în cazul 
deformaţiilor finite. 

Definiţia 14. Numim corp elastic, corpul descris în particula X printr-o 
reprezentare constitutivă 

T(x, t) = hk(F(X, t); X), (2.127) 

unde hk(·,X): /nvlin---+ Sim. 

Observaţia 15. Corpul elastic este un material simplu, deoarece depinde de 
istoria gradientului de deformaţie, numai prin valoarea prezentă, obţinută pentru 
s = O din istoria definită în (2). 

In cazul corpului elastic operatorul constitutiv care descrie materialul simplu 

(2.128) 

devine funcţie de valoarea curentă a gradientului de deformaţie. 2 

Teorema 16. Forma redusă a ecuaţiei constitutive pentru corpul elastic este 

T(x, t) = R(t)h(V(t))RT(t), (2.129) 

2 Nu vom mai specifica nici punctul material şi nici configuraţia de referinţă, dacă nu este 
necesar 
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cu R(t) C O..t, U(t) E P:;im, din descompunerm polarf. ·,_ gradientului de 
deformaţie F( t). 

Demonstraţia se obţine prin particularizare din forma redusă I. ( vezi formula 
(11) ) sau direct din principiul obiectivităţii ( formula (8)) . 

Propoziţia 8. Se consideră un corp elastic. Presupunem că 9k este într-unul 
din cazurile posibile 

a) 9k = Unim {=} T(x, t) = -p(p)I, 
Po 

p = I det FI 

b) 9k = Ort {=} T(x, t) = h(V) cu h(QVQT) = Qh(V)QT VQ E Ort.,_ 
(z.130) 

c) 9k C Ort {=} T(x, t) = R(t)h(U(t))RT(t), 

Demonstraţie. b) Corpul elastic fiind izotrop conform Definiţiei 9., atunci 
din Teorema 10. rezultă că operatorul constitutiv este izotrop în argumentele 
sale, deci 

(2.131) 

Folosim forma redusă (129) a reprezentării constitutive, împreună cu izotropia 
funcţiei h. Obţinem 

T(x, t) = Rh(U)RT = h(RURT) = h(V), 

utilizând (1.46), ceea ce trebuia demonstrat. 

a) Dacă este fluid ( conform Definiţiei 8., formula ( 65)), aşa cum am remarcat 
deja, corpul este izotrop ( vezi Observaţia 13.) şi avem reprezentarea de la punctul 
b). Ţinem seama că V= (B) 1

/
2 şi deducem o reprezentare de forma T(x, t) = 

h(B). 

In teorema lui Noll de caracterizare a fluidelor am demonstrat că dependenţă. 
de B se transformă în dependenţa de p, sub forma 

T(x, t) = h((det B(t))113I), det B(t) = (P0 )2. 
p 

Utilizând din nou proprietatea de izotropie a reprezentării constitutive scrise 
în relaţia anterioară , deducem că tensiunea este un tensor sferic. Deci avem 
reprezentarea constitutivă de forma menţionată. 

c) Se obţine ca o consecinţă a Teoremei 10. , formula (68). 

In cazul în care corpul elastic este fluid, caracterizat prin a) vom spune că. 

avem un fluid elastic, evident compresibil. Această clasă constitutivă se mai 
numeşte clasa fluidelor ideale. 
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Propoziţia 9. Corpurile ela.stice şi izotrope, caracterizate prin (130) b), 
admit o reprezentare echivalentă, numită Mooney - Rivlin 

(2.132) 

Aici V E P sim, reprezintă tensorul lungirilor la stânga din descompunerea 
polară pentru F = VR (vezi formula (1.44)). 

Demonstraţia este evidentă dacă se utilizează teorema lui Cauchy de repre
zentare a funcţiilor izotrope, de argument tensor simetric cu valori tensori si
metrici, demonstrată în A2. 

Teoria liniarizată a elasticităţii finite pentru corpuri izotrope se dezvoltă 
în cadrul constitutiv 

T(x, t) = (a0 + a 1tr V)I + a2 V, (2.133) 

cu ai- constante de material . Dacă configuraţia de referinţă este o configuraţie 
naturală, atunci din Propoziţia 3. ( formula (67) ) rezultă că pentru V 
(FFT)1l2 = I tensiunea este nulă. Avem deci legătura ao + 3a1 + a2 = O 
între constantele elastice, care determină reprezentarea 

T(x, t) = ai[tr (V - I)] I+ a2(V - I), (2.134) 

cu două constante de material. 

Definiţia 15. In cazul elasticităţii liniare, izotrope, cu deformaţii infinitezi
male reprezentarea constitutivă este de forma ( ecuaţie constitutivă de tip Hooke 
cu tensiune iniţială ) 

T(x, t) = ().0 + ,\tr f)I + 2µf, (2.135) 

dacă există tensiuni iniţiale în configuraţia de referinţă. Ac:east.ă. reprezentare 
se obţine prin procedeul de liniarizare din (133) sau (132), în ipoteza micilor 
deformaţii (vezi paragraful 1.6). 

Definiţia 16. In cazul în care configuraţia de referinţă este naturală, reprezen
tarea constitutivă pentru elasticitatea liniară , izotropă, cu deformaţii infinitezi
male este dată prin 

T(x, t) = ,\tr d + 2µf, (2.136) 

1 
unde f = 2(Vu + VT u). Aceasta corespunde alegerii >.0 = O în reprezentarea 

(135). 

In literatură, ecuaţia (136), este cunosută sub numele de ecuaţia constitutivă 
a lui lI ooke . 

Pe baza acestei reprezentări constitutive se construieşte teoria elasticităţii 
clasice, pentru corpuri izotrope, în cazul micilor deformaţii. 
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Problema dinamică în elasticitatea liniară 
( cazul deformaţiilor infinitezimale ) 

Fie n C Rn domeniu mărginit, cu n = 2 sau n = 3. 

Să se determine câmpurile de deplasări şi de tensiuni 

u: n x [o, ti)--+ R3, 

care verifică în n, şi pentru orice t E [O, t1) ecuaţiile de mişcare 

div T(X, t) + p0b(X, t) = poii(X, t), 

_reprezentarea constitutivă 

T(X, t) = E[i::(X, t)], 

unde E : Sim --+ Sim este liniară, relaţiile geometrice 

condiţiile pe frontiera domeniului 

u(X,t) lr1 = g(X,t), 

T(X, t)n(x) lr2 = f(X, t), 

(2.137) 

(2.138) 

(2.139) 

(2.140) 

unde an= f 1 Uf2 , sunt presupuse fixe (prin condiţiile pe frontieră sunt prescrişi 
pe porţiuni complementare ale frontierei vectorul de deplasare şi respectiv vectorul 
de tensiune), condiţiile iniţiale 

u(X, O) = u0 (X), aau (X, O) = u0(X), 'v' X E n. 
t 

(2.141) 

In cazul liniar şi izotrop se înlocuieşte reprezentarea constitutivă cu ecuaţiile 
constitutive ale lui Hooke. Prin eliminarea tensiunilor rezultă ecuaţiile de mişcare 
ale lui Lame, formulate în deplasări. 

Ecuaţiile de mişcare ale lui Lamme : câmpul de deplasare u satisface 
ecuaţia cu derivate parţiale 

(,\ + µ)V(div u(X, t)) + µ~u(X, t) + p0 b(X, t) = p0 ii(X, t), (2.142) 

în care prin ~ a fost notat operatorul laplaceian. lntr-o bază carteziană ecuaţiile 
(142) sunt date în forma echivalentă 

(
, )8(divu) 11. j b .. 
A+µ 8Xi + µuu + Po j = PoUj, 
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La aceste ecuaţ1i cu derivate parţiale se adaui;;, cu~1diţiile pe frontieră, 111 
care vectorul de tensiune se exprimă, prin intermediul ecuaţiei constitutive, prin 
câmpul de deplasare şi respectiv condiţiile iniţiale. 

Problema statică în elasticitatea liniară, cazul deformaţiilor infinitezimale, 
corespunde cazului în care ecuaţiile dinamice (138) sunt înlocuite cu ecuaţiile de 
echilibru 

div T(X, t) + p0b(X, t) = O, 

T(X, t) = t:[t:(X, t)], 

1 
t:(X, t) = 2(Vu(X, t) + VT u(X, t)), 

(2.143) 

unde t: : Sim -----+ Sim este liniară, la care se adaugă condiţiile pe frontiera an 
a domeniului 

u(X) lr1 = g(X), T(X)n(x) lri= f(X). 

1n formulările prezentate se descrie comportamentul corpului în raport cu 
configuraţia de referinţă naturală, deci nu există tensiuni iniţiale. 

ln Cap.6, corespunzător materialelor de tip "rate", vor interveni formulări 
de probleme cvasistatice, care sunt descrise prin setul de ecuaţii (143), dar cu 
date pe frontieră dependente de timp, sub formă de parametru. Este posibil, 
în contextul considerat acolo să existe tensiuni iniţiale, care vor interveni prin 
condiţiile iniţiale asociate. 

Diferite probleme de deformare elastică a corpurilor în cazul micilor deformaţii 
sunt studiate, de exemplu în Truesdell, Toupin [1960], Solomon [1969], Nowacki 
[1970], Teodorescu [1972], Teodorescu, Ille [1976, 1979, 1980], Dragoş [1983], So6s, 
Teodosiu [1983], etc. Pentru teoria elasticităţii cu deformaţii mici, dar şi finite 
amintim lucrările lui Truesdell, Noll [1965], Wang, Truesdell [1972], Truesdell 
[1972]. Pentru studiul problemelor matematice ale teoriei clasice ( dezvoltate în 
cadrul micilor deformaţii ) trimitem cititorul la Mihlin [1957], Necăs, Hlavacek, 
[1981], în care sunt puse în discuţie şi aspectele mecanice corespunzătoare. 1n 
Duvaut, Lions [1972] sunt prezentate şi probleme cu frecare, sau probleme de 
contact. Modalităţi de abordare ale problemelor matematice specifice teoriei 
neliniare a elasticităţii, dar în cadrul micilor deformaţii, pot fi găsite în Dincă 
(1972], Mazilu, Sburlan [1973]. 

2.7.3 Corpuri solide anizotrope 

Ne plasăm în contextul Definiţiei 7. ( formula (64)) a corpurilor solide şi 

vom da următoarea definiţie prin care se precizează specificitatea corpurilor ani
zotrope. 
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Definiţ:a 17. Corpul B este constituit dintr-un material .w:id, anizotrop în 
X, dacă există o configuraţie k astfel încât 

9k(X) C Ort şi 9k(X) =f Ort, (2.144) 

Propoziţia 10. In clasa materialelor simple grupul de simetrie al materialului 
este definit printr-un sistem de generatori, notat prin g+, inclus în grupul rotaţiilor 
proprii Ort+= {Q E Ort I det Q = l}. 

Demonstraţie. Este suficient să arătăm că -I E 9k(X). Din principiul 
obiectivităţii pentru materiale simple ( formula (8) ), rezultă restricţia 

pentru orice Q1 cu Q( T) E Ort şi T E R. Prin particularizarea transformării 
ortogonale Q(T) =-IE Ort pentru orice TE R, deducem că -IE 9k(X). 

Dăm exemple de corpuri solide, anizotrope, cu grupuri finit dimensionale, puse 
în evidenţă în fizica cristalelor. Există 32 clase de cristale solide, care însă pot fi 
reduse la 11, pe baza conceptului de simetrie materială. 

Fie a E V şi fie cp E [O, 2 1r) un unghi. Definim transformarea ortogonală 
R!, care reprezintă o rotaţie de unghi cp în jurul vectorului a, efectuată în 
planul ortogonal pe a. 

Considerăm o bază ortonormată fixată, de versori {i, j, k} şi notăm prin 

p = ~(i + j + k)- versorul normalei octaedrice. 

Clasele de cristale solide sunt caracterizate prin 

Denumirea Nr. curent Generatori g+ Nr. elemente 
m g 

Sistem triclinic 1 I 2 
Sistem monoclinic 2 R1r ·k 4 
Sistem rombic 3 Rf' R!' ·.1 8 

Sistem piramidal 4 R1r/2 
k 8 

5 R1r/2 
k ' 

R1r/2 
j 16 

Sistem cubic 6 Rf, R1r R21r/3 24 j' p 

7 R1r/2 R1r/2 R1r/2 48 
i ' 'i ' k 

Sistem hexagonal 8 R21r/3 
k 6 

9 Rf, R21r/3 
k 12 

10 R1r/3 
k 12 

11 Rf, R~/3 24 

Propoziţia 11. Fie k o configuraţie nedistorsionată de corp solid anizotrop 
caracterizat prin 9k C Ort, 9k =f Ort. 
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Mulţimea config'.lraţiilor nedistorsionate de wrp se 1id anizotrop, k cu 9i. = 9i<, 
este caracterizată prin deformaţiile >. de la configuraţia k la configuraţia k cu 
P = V >.(X), X= k(X), de forma 

P = RoUo, Ro E Ort, U 0 E Psim astfel încât, 
(2.145) 

Demonstraţia urmează calea utilizată în Teorema 15., pentru solide izotrope 
(vezi paragraful 2.7.1). 

Din Teorema 9. formula {55), aplicată pentru cele două configuraţii de referinţă 
k, k obţinem legătura dintre grupurile de simetrie 

(2.146) 

ŞI 9k = 9k prin ipoteză. 

Deci pentru orice Q0 E 9k există Q E 9k astfel încăt PoQo = QPo, ceea 
ce este echivalent cu 

RoQo = QRo ŞI 
{2.147) 

pentru orice Q0 E 9k· Am considerat descompunerea polară pentru Po E lnvlin şi 
unicitatea acesteia pentru deducerea ultimelor relaţii. Din (147) deducem veridic
itatea afirmaţiilor din ( 145). 

Observaţia 16. Deci tensorul lungirilor U0 este determinat din condiţia de 
permutabilitate cu transformările din grupul de anizotropie menţionat. 

Observaţia 17. Configuraţiile nedistorsionate de corp solid şi anizotrop sunt 
material izomorfe dacă şi numai dacă U 0 E Unim n Psim. 

Teorema 17. Fie k o configuraţie nedistorsionată de corp solid anizotrop, 
care nu este naturală. Corpul poate suporta în configuraţia iniţială numai tensi

unile iniţiale T0 , care au proprietatea că 

ToQ = QTo, (2.148) 

pentru orice Q E 9k· 

Demonstraţia se bazează pe conceptul de configuraţie naturală de referinţă 
introdus în paragraful 2.4. Dacă configuraţia de referinţă nu este naturală atunci 
(vezi Propoziţia 3, formula (67)) 

(2.149) 

Folosim Definiţia 6. ( formula (54)) a grupului de simetrie materială , în 
care particularizăm istoria procesului de deformare, conform cu .(149). Deducem 

68 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



relaţiile 

Fk(rH) = Fk(It), 
(2.150) 

Fk(rH) = Fk(Hit) = HFk(It)HT, 

pentru orice H E 9k, unde am ţinut seama de faptul că H E 9k C Ort şi am 
aplicat principiul obiectivităţii (formula (8) din paragraful 2.2), pentru această 
transformare ortogonală , cu istoria Ft = r. 

Introducem în (150) relaţia de definiţie a tensiunilor iniţiale din (149) şi 
obţinem afirmaţia teoremei. 

Observaţia 18. Corpurile izotrope nu pot suporta în configuraţia iniţială de 
referinţă tensiuni tangenjiale deoarece grupul lor de simetrie, conform Definiţiei 
9. ( formula (66)) conţine Ort şi prin urmare din relaţia (149) cu (150), adevărată 
pentru orice H E 9k n Ort , rezultă că tensiunea iniţială este un tensor sferic. 1n 
schimb corpurile solide anizotrope, dacă nu au o configurajie naturală de referinţă, 
pot suporta în configuraţia de referinţă tensiuni iniJiale de forfecare ( evident dacă 
T0 nu se reduce la un tensor sferic). 

Propoziţia 12. Pentru clasele de cristale solide se obţin următoarele restricţii 
asupra tensiunilor iniţiale 

Tipul de anizotropie Forma To 
Sistem triclinic nu există restricţii 
Sistem monoclinic k vector propriu 
Sistem rombic i, j, k vectori proprii 
Sistem piramidal al+,Bk®k 
Sistem cubic tensor sferic 
Sistem haxagonal al+,Bk®k 

Există corpuri solide anizotrope care sunt caracterizate prin grupuri de sime
trie materială, care nu au dimensiune finită. Vom prezenta cateva dintre acestea : 
corpuri cu izotropie transversală, corpuri ortotrope, etc. care pot fi reprezentate 
sub forma pusă în evidenţă în anexa A4., prin Definiţia 8. ( formula (?3)), pe 
care o scriem în cele ce urmează. 

Definiţia 8. din A4. Definim un subgrup g C Ort caracterizat prin 
următoarele proprietăţi 

a) există un subrup g C Ort, 

b) există un set de vectori şi tensori, notaţi ( m, M) ş1 

9 = {Q E 91 Qm = m, QMQT = M}. (2.151) 

Să analizăm în cele ce urmează cele două exemple amintite mai sus. 
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Corpuri cu izotropie transversaU• 

Sunt caracterizate prin existenţa unei direcţii privilegiate de simetrie mate
rială. 

Definiţia 18. Spunem că un material simplu este cu izotropie transversă sau 
are izotropie transversală ( într-o particulă X ) dacă există o configuraţie k de 
referinţă şi o direcţie n E V, I n I= 1, astfel încât grupul său de simetrie este 
reprezentat prin una dintre următoarele clase 

91 = { Q E Ort+, Qn = n}, 

92 = {Q E Ort, Qn = n}, 

93 = {Q E Ort, Q E 91, sau - Q E 9i}, (2.152) 

g4 = { Q E Ort+, Qn=n, sau Qn = -n}, 

95 = {Q E Ort, Qn =n, sau Qn = -n}. 

Configuraţia k , de referinţă, este numită configuraţie nedistorsionată de 
izotropie transversală, iar n este direcţia care caracterizează izotropia transver
sală. 

Observaţia 19. In definiţia adoptată pentru principiul obiectivităţii , P3. , 
în paragraful 2.1, au fost acceptate mişcările echivalente cu o mişcare dată care 
pot fi caracterizate prin rotaţii Q(r) E Ort (deci prin rotaţii arbitrare). Prin 
urmare în conformitate cu această ipoteză, rezultă că grupurile posibile sunt de 
fapt trei : 92, 93; 95· 

Evident că se poate formula principiul obiectivităţii ( din raţiuni fizice) numai 
pentru rotaţii proprii. 

Observaţia 20. Grupul "cel mai mic" 91 conţine rotaţiile proprii în jurul 
lui n, grupul 95 conţine toate celelalte grupuri, fiind aparent cel mai potrivit 
pentru descrierea izotropiei transversale pentru materiale cu fibre orientate sau cu 
structuri laminate. In literatură cel mai adesea se consideră izotropia transversală 
caracterizată prin 92· 

Folosim următoarea notaţie (vezi anexa A4. Definiţia 5.) 

NE Asim, n =< N >, (2.153) 

unde Nu= n x u, pentru orice u E V. 

Folosim terminologia adoptată în A4. : n E V este vectorul coaxial cu tensorul 
NE Asim, sau tensorul NE Asim este asociat vectorului n. 

Vom indica acum formulele prin care putem reprezenta grupurile de izotropie 
transversală , şi care constituie cazuri particulare ale reprezentării date în (151 ). 

Introducem baza ortonormată { ni} iE{D} în care n1 = n. 
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Propoziţia 13. · Fie N E Asim, n =< N > . 

1) QE93 ~ QEOrt ş1 QNQT=N, 

2) N = n2 0 n3 - Il3 0 n2. 

Propoziţia 14. 

1) QE.94 ~ QEOrt+ şi Q(n®n)QT=n®n, 

2) Q E gs ~ Q E Ort şi Q(n 0 n)QT = n 0 n. 

Folosind reprezentările din propoziţiile 13. şi 14. prin aplicarea. Teoremei 3. 
din anexa A4. obţinem enunţul următoarei teoreme 

Teorema 18. O funcţie f : 'D C vm x Linn cu valori scalare, vectoriale 
sau tensoriale este invariantă relativ la grupurile de izotropie transversală da.că 
şi numai dacă poate fi reprezentată 

a) pentru 91 pnn f(v, A) = J(v, A, n) J hemitropă, 

b) pentru 92 pnn f(v,A) = J(v,A,n) J izotropă, 

c) pentru 93 prm f(v,A) = ](v,A,N) l izotropă, (2.154) 

d) pentru 94 pnn f(v,A) =f(v,A,n®n) l hemitropă, 

e) pentru 95 pnn f(v, A)= ](v, A, n 0 n) J izotropă. 

Corpuri ortotrope 

Simetria materială este caracterizată prin existenţa a trei plane de simetrie 
ortogonale două câte două. 

Introducem baza ortonormată. {ni} iE{U}. Planele de simetrie materială au 
normalele ni. 

Definiţia 19. Spunem că un material simplu este ortotrop ( într-o particulă. 
X ) dacă există o configuraţie k de referinţă şi trei direcţii ortogonale ni E 

V, I ni I = 1 , astfel încât grupul său de simetrie este reprezentat prin clasa 

96 = {Q E Ort, Qni = ni sau Qni = -ni, E {1, 3} }. (2.155) 

Propoziţia 15. Q E 96 dacă şi numai dacă 

( 

±1 O 
[Q]n, = O ±1 

o o L) 
sau într-o reprezentare echivalentă, dacă, 

Q E Ort şi satisface Q(ni 0 ni)QT = ni@ ni, cu i = 1, 2 (2.156) 
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Folosind reprezer:.ta,ea d.iu Propoziţia 15. prin aplicarea Teoremei 0. din 
anexa A4. obţinem enunţul următoarei teoreme 

Teorema 19. O funcţie f : 1) C vm x Linn cu valori scalare, vectoriale 
sau tensoriale este invariantă relativ la grupul de ortotropie dacă şi numai dacă 
poate fi reprezentată prin 

(2.157) 

unde J este izotropă . 

Vom lista: câteva tipuri de corpuri anizotrope în care grupurile de simetrie 
materială admit reprezentări de forma menţionată. în Definiţia 8. din A4. 

Introducem notaţiile 

9 = (Q;m, M) 

pentru a evidenţia specificitatea grupurilor de simetrie. Introducem baza ortonor
mată. {nite{l,3_}, n 1 = n şi fie Ni E Asim, ni=< Ni> . Atunci 

a) Izotropie transversală 91 = (Ort+;ni) = (Ort;n1,N1), 

92 = (Ort; ni), 

93 = (Ort; Ni), 
(2.158) 

94 = (Ort+; n 1 ® ni), 

9s = (Ort; n1 ® ni), 

b) Ortotropie 96 = ( Ort; n1 ® n1, n2 ® n2). 

Vom exemplifica rezultatele din Teorema 3. A4. şi respectiv Teorema 18. 
pentru corpul liniar elastic, cu deformaţii finite. Reprezentările care urmează. au 

fost deduse şi utilizate în contextul teoriei plasticităţii cu deformaţii în Cleja
Ţigoiu (1997). 

Teorema 20. Fie B un corp liniar elastic, caracterizat prin relaţia constitu
tivă 

T(x, t) = R(t).C(~)RT(t) cu , ~ = 1/2(C - I) (2.159) 

în raport cu o configuraţie naturală de referinţă, unde J:, : Sym --+ Sym este o 
aplicaţie liniară. 

Corpul este cu izotropie transversă, caracterizată prin grupul de simetrie 91 , 

dacă. şi numai dacă 
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(2.160) 

în care aii sunt constante de material. 

Demonstraţie. Vom aplica, în primul rând, Propoziţia 8. c) pentru funcţia 
h(U) = .C[~], cu ~ = 1/2(C-I). Prin urmare deducem că. funcţia .C: Sym-----+ 

Sym este invariantă relativ la 91 . 

Folosim cea de-a doua caracterizare a grupului de simetrie 91 , dată. în (158). 
Prin aplicarea Teoremei 3. din A4. deducem că. .C[~] este invarianta relativ la 
91 dacă. şi numai dacă poate fi reprezentată. sub forma 

(2.161) 

cu funcţia l izotropă. în raport cu argumentele sale, ansamblu format dintr-un 
tensor simetric, un versor şi un tensor antisimetric. Vom utiliza teoremele de 
reprezentare ale lui Wang [1970], tinând seama că. apli~aţia l este liniară în 
raport cu tensorul simetric. Se obţine formula din enunţ. Reprezentarea conţine 
un set complet şi ired~ctibil de generatori. 

Propoziţia 16. Fie un corp liniar elastic, cu izotropie transversă, caracterizat 
prin grupul 91 , supus la deformaţii finite. 

lntr-o bază carteziană { ni} iE{l,3} , în care n1 - este direcţia de anizotropie, 
rezultă. următoarea reprezentare pe componente 

1r11 = a11~11 + a12(~22 + ~33) 

7!"22 = a21~11 + a22~22 + a23~33 + 2a46~23 

7!"33 = a21~11 + a23~22 + a22~33 - 2a4s~23 

1r12 = 2(a44~12 + a45~13); 71"13 = -2a4s~12 + 2a44~13 

7r23 = a4s(-~22 + ~33) + (a22 - a23)~23 

(2.162) 

pentru l(~). Aici am notat cu 7l"ij componentele tensorului simetric l(~). 

Propoziţia 17. Corpul linear elastic, cu deformaţii finite este transversal 
izotrop, carcterizat prin grupul de simetrie 94 , dacă. şi numai dacă admite o 
reprezentare constitutiva de forma precizată. în Teorema 20. cu a 46 = a45 = O. 

Demonstraţia se obţine ca o consecinţă. a Teoremei 18., de exemplu. Astfel 
[, este invariantă. relativ la 94 dacva şi numai dacă. se poate reprezenta prin 

(2.163) 

cu funcţia l, cu valori tensori simetrici, hemitropă în raport cu un set de doi 
tensori simetrici. Rezultă. că este izotropă. Se aplică. din nou rezultatele lui Wang, 
din care rezultă reprezentarea. 

73 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2.8 Exerciţii şi probleme 

1. Arătaţi că un material simplu definit prin relaţia constitutivă (7) satisface 
principiul acţiunii locale. P2. 

2. Demonstraţi Teorema 5., formula ( 42), folosind legătura de incompresibi
litate scrisă sub forma .X(C) = det C - 1 = O. 

3. Să se expliciteze demostraţia Teoremei 6, formula ( 43). 

4. Demonstraţi că printr-o transformare ortogonală, deci printr-o deformaţie 
.X, cu V .X(X) E Ort, o configuraţie naturală se transformă într-o configuraţie 
naturală. 

5. Arătaţi că următoarele reprezentări constitutive 

T(x, t) = Fh1(U)Fr, 
· T(x, t) = Rh2(C)Rr, 
T(x, t) = Fh3(C)Fr, 

sunt echivalente , satisfac principiul obiectivităţii şi descriu un corp elastic. 

6. Arătaţi că reprezentarea constitutivă pentru fluidele de tip Reiner - Rivlin 

în care setul de invarianţi este definit prin iv = {trD, trD 2
, tr D3

}, satisface 
principiul obiectivităţii. 

7. Arătaţi că fluidele de tip Reiner - Rivlin reprezintă un caz particular de 
fluide în sensul lui Noll . 

8. Fie o reprezentare constitutivă a unui corp scrisă în forma redusă I. 
Determinaţi restricţiile impuse reprezentării constitutive pentru a descrie un corp 
izotrop. 

9. Demonstraţi ( vezi indicaţiile din Propoziţia 6.) că soluţia., problemei 
Cauchy 

X(t) = WX(t), 
X(O) = I, 

pentru W E Asim, unde X(t) E Lin, pentru orice t E R defineşte un câmp 
ortogonal, de clasă C1(R). 

10. Fie doi vectori daţi u, v. Arătaţi că există T E R --+ x~( T ), de clasă 
C1(R) astfel încât x~(t) = u, x~(t) = V. 

11. Să se determine reprezentarea constitutivă pentru un corp elastic, izotrop 
şi incompresibil. 

12. Să se scrie o reprezentare constitutivă pentru un corp elastic 

a) în raport cu o configuraţie naturală de referinţă şi respectiv, 
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b) în raport cu o configur::\i~ dt: refoi·inţă in care corpul poate suporta tensiuni 
tangenţiale. 

13. Pentru clasele de cristale solide definite în paragraful 2. 7 .3 determinaţi 
elementele grupurilor de simetrie materială. · 

14. Să se determine mulţimea configuraţiilor nedistorsionate de corp solid 
anizotrop pentru fiecare clasă de cristale solide, ca o consecinţă a Propoziţiei 11. 

15. Folosind rezultatul din Ex. 14., analizaţi mulţimea configuraţiilor nedis
torsionate şi material izomorfe de corp solid anizotrop, pentru fiecare clasă de 
cristâle solide. 

16. Demonstraţi că reprezentarea constitutivă din Teorema 20. caracterizează 
un corp elastic anizotrop, cu grupul de simetrie g1 - de izotropie transversală. 

17. Să se deducă forma redusă pentru o ecuaţie constitutivă de forma 

T(x, t) = K(F, X)(F] 

pentru orice F E lnvlin, unde K(F, X) : Lin--+ Sim este o aplicaţie liniară. 
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3. MATERIALE DE TIP RIVLIN - ERICKSEN 

3.1 Reprezentări constitutive pentru materiale 
de tip Rivlin - Ericksen 

Reprezentări constitutive pentru aceste tipuri de materiale pot fi găsite în Rivlin, 
Ericksen [1955). Prezentarea din primele trei paragrafe ale capitolului urmăreşte 
expunerile din Coleman, Noll [1961], Truesdell, Noll [1965), Truesdell [1972]. 

Definiţia 1. Un corp B este constituit dintr-un material de tip diferenţial 
de ordinul n, în particula X, dacă 

T(x, t) = f (F(X, t), F(X, t), ... , F(nl(x, t); X). (3.1) 

Observaţia 1. Aceasta este o reprezentare constitutivă pentru un material 
simplu deoarece starea de tensiune în particula X la momentul t, corespunzător 
mişcării x, depinde de Ft(X, ·) (istoria gradientului de deformaţie în particula 
X) prin F(X, t) ( valoarea curentă a gradientului de deformaţie) şi prin derivatele 
parţiale, în raport cu timpul până la ordinul n, ale acestuia ( ceea ce necesită 
cunoaşterea valorilor lui F într-o vecinătate, suficient de mică a momentului de 
timp). 

Am întîlnit deja, m capitolul dedicat reprezentărilor constitutive cazurile 
particulare n = O 

T(x, t) = l(F(X, t); X) (3.2) 

( materialul elastic prezentat în 2. 7.2 ) şi respectiv cazul n = 1 

T(x, t) = f(F(X, t), F(X, t); X) {=:} T(x, t) = f(F(X, t), L(x, t); X), (3.3) 

( clasa fluidelor vâscoase, prezentate în 2.6.2) de asemenea materiale. Echivalenţa 
din relaţia (3) se stabileşte prin intermediul formulei L(x, t) = F(X, t)F- 1 (x, t). 

Cazurile pariculare n = 2, n = 3, vor avea un rol esenţial în cazul mişcărilor 
cu istoria alugirilor relative constantă şi , respectiv al mişcărilor vâscometrice, 
care vor fi considerate în capitolul următor. 

Definiţia 2. Pentru A E L-in se defineşte tensorul rotit cu rotaţia de la 
momentul t, prin formula 

AR= RT AR, unde R = R(X, t), (3.4) 
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unde R reprezintă tensorul rotaţiilor la momentul t. 

Teorema 1. Un material de tip diferenţial1 satisface principiul obiectivităţii 
dacă şi numai dacă admite o reprezentare constitutivă de forma 

- R R T T(x, t) = R(X, t)/(A1 (x, t), ... An (x, t), C(X, t); X)R (X, t), (3.5) 

unde Ak(x, t) reprezintă tensorii lui Rivlin - Ericksen de ordinul k, având definiţia 

(3.6) 

dată deja în 1.4. 

Demonstraţie Considerăm mişcarea relativă, m raport cu momentul de 
referinţă t, fixat. Din formulele (1.54) 

Prin derivare în raport cu r din (7) obţinem 

:Tkk Ft( T) = y(k\ T )F( t)-1, 

::kFt(r) lr=t= y(kl(t)F(tt 1 ==> 

(3.7) 

(3.8) 

Dacă se introduc ultimele relaţii din (8) în formula (1) obţinem o nouă formă 
pentru reprezentarea constitutivă 

(3.9) 

A rezultat o reprezentare constitutivă în care apare istoria gradientului în 
mişcarea relativă, prin valoarea derivatelor până la ordinul n inclusiv, calculate 
în r = t, şi valoarea gradientului de deformaţie la momentul t, sub formă de 
parametru. 

Deci avem un caz particular de reprezentare constitutivă 

(3.10) 

ultima egalitate, având loc ca o restricţie impusă de principiului obiectivităţii, 
fiind forma redusă II, (2.i6), din paragraful 2.2. 

ln cazul considerat aici nu apare întreaga istorie a gradientului de deformaţie 
în mişcarea relativă, ci numai valorile ei într-o vecinătate a momentului actual, 
deci F!(s), Vs E [O, b), cub> O,. Prin urmare din restricţia de obiectivitate 

11n cele ce urmează nu vom mai menţiona particula materială X şi respectiv poziţia acesteia 
în configuraţia de la momentul t, x = x(X, t), în scopul simplificării scrierii. Bineânţeles că 

această omisiune va fi făcută numai dacă nu se produc confuzii. 
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rezultă că vom avea dependenţa operatorului constitutiv de istoria tensor-11:ui 

lui Cauchy- Green, în descriere relativă, istorie considerată cu valorile ei într-o 
vecinătate a momentului actual. Astfel 

T(x, t) = R(t)f((::k Ct(T) 11"=t)R, C(t))RT(t), 

= R(t)J( {Ar,(x, t) }i9$n, C(t))RT(t). 

Demonstrăm acum re~iproca. Considerăm reprezentarea constitutivă de 
forma (5) şi definim o funcţie J de argumentele menţionate astfel încât 

f(F(t), F(t), ... , F(nl(t)) = 
(3.11) 

R(t)J(Ar,(x, t), ... , A~(x, t), C(X, t))RT(t). 

Arătăm, mai întâi, că funcţia este corect definită. Din definiţia tensorilor 
Rivlin - Ericksen (6), împreună cu definiţia tensorilor Cauchy - Green, la dreapta 
în descriere relativă, formula (1.49), găsim 

p=k 8P ak-p 

Ak(x,t) = ""'cr-a F;(T) IT=t -a k Ft(T) IT=t. L- 7P T -p 
p=O 

Pe de altă parte din (8) calculăm derivata de ordinul m, 1 :S m :::; k în raport 
cu T pentru Ft(T), la momentul T = t. Rezultă că tensorii Rivlin - Ericksen de 
ordinul k, 1 :::; k :S n se reprezintă în forma 

p=k 

Ak(x, t) = F(ttT(L Cf(F(Pl(t)fF(k-p)(t))F(tt1 . (3.12) 
p=O 

Dacă folosim formula (12) şi ţinem seama că 

C(t) = FT(t)F(t), F(t) = R(t)V(t), (3.13) 

unde R( t) E Ort reprezintă tensorul de rotaţia din teorema de descompunere 
polară, formula (1.44), va rezulta că funcţia din membrul drept al relaţiei (11) 
depinde de F(t) şi de derivatele sale materiale la momentul t. Deci argumentele 
funcţiei f, introdusă în (11) sunt corecte. 

Rămâne acum să demonstrăm că reprezentarea constitutivă de forma (1), 
în care membrul drept este definit prin ( 11) satisface principiul obiectivităţii, 
vezi Teorema 1. din 2.2., ceea ce este echivalent cu demonstrarea faptului că o 
reprezentare constitutivă de forma (5) îl satisface. 

Fie pentru aceasta, x• echivalentă cu X· Atunci din teorema de descompunere 
polară. a lui F*(X,r*) = Q(r)F(X,r), \/r E; R şi din obiectivitatea tensorilor 
Rivlin - Ericksen ( demonstrată în Propoziţia 14. din paragraful 1.5 ) avem 

R*(X, t") = Q(t)R(X, t), C*(X, t*) = C(X, t), 
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F ci11 urmare a rezultat că 

R*(X, t*)f((Ai)R* (x*, t*), ... , (A~)R* (x*, t*), C*(X, t*))R*T (X, t*) = 

= Q(t)R(X, t)f(A~(x, t), ... , A~(x, t), C(X, t))RT(X, t)QT(t), 

Din cele de mai sus rezultă. că. principiul obiectivităţii este satisfăcut de repre
zentarea (6). 

Vom trece acum la caracterizarea constitutivă. a materialelor de tip diferenţial 
de ordinul n, care au proprietatea că sunt izotrope. 

Teorema 2. Un material de tip diferenţial este izotrop dacă şi numai dacă 
admite o reprezentare constitutivă de forma 

T(x, t) = f(A 1 (x, t), ... , An(x, t), B(X, t)), (3.14) 

cu funcţia f izotropă în argumentele sale, deci pentru orice Q E Ort ş1 oncare 
ar fi valorile argumentelor sale are loc egalitatea 

(3.15) 

Demonstraţie. Notăm 

(3.16) 

Din Definiţia 9. (paragraful 2.4) a corpului constituit dintr-un material izotrop, 
într-o particulă X fixată a sa, rezultă. că grupul său de simetrie în raport cu 
configuraţia k este astfel încât 

(3.17) 

pentru orice Q E Ort şi pentru orice istorie de deformaţie. 

Considerăm o istorie Ft dată. şi pentru un Q E Ort construim istoria 
Ft = FtQ. Atunci din (17) cu (16) avem 

t -t _ - -Il -Il - -r F(F) = F(F) = R(t)f(A1 (t), ... An (t), C(t))R (t), (3.18) 

unde mărimile cu " - " sunt asociate istoriei Ft. Din (7), din definiţia tensorilor 
Cauchy - Green la dreapta, (13) 1 şi (5) rezultă 

(3.19) 

Pe de altă parte deoarece Q este în Ort, din teorema de descompunere 
polară. , conform formulei (13)2 aplicată pentru F(t) şi F(t), rezultă. 

F(t) = R(t)U(t) = F(t)Q = R(t)U(t)Q. 
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Din relaţia anterioră, Î11 baza unicităţii descompuuerii polare, obţinem 

R.(t) = R(t)Q' V(t) = QTU(t)Q. (3.20) 

In final din (19) şi (20) deducem şi următoarele egalităţi 

(3.21) 

Introducem setul de formule (20) şi (21) în (18), în care utilizăm de asemenea 
şi (16). Obţinem astfel pentru V QT E Ort egalitatea 

QT f(Ar-(t), ... , A~(t), C(t))Q = 
(3.22) 

= f(QT Ar-(t)Q, ... , QT A~(t)Q, QTC(t)Q). 

Renotând QT prin Q obţinem formula (15), deci funcţia f este izotropă în 
argumentele sale ( n + 1 tensori simetrici). 

Ţinem seama de proprietatea de izotropie a funcţiei constitutive din (5) şi de 
Definiţia 2. a tensorilor rotiţi, cu care rezultă 

T(x, t) = R(t)f(Ar-(t), ... A~(t), C(t))RT(t) = 

= J(A1(t), ... An(t), B(t)), 

unde B(t) = F(t)FT(t) = R(t)C(t)RT(t). 

Jn concluzie a rezultat reprezentarea constitutivă 

T(x, t) = f(A1(t), ... An(t), B(t)). (3.23) 

Prin acest rezultat avem o caracterizare constitutivă a corpurilor solide izotrope. 

Definiţia 3. Spunem că un corp B este constituit dintr-un solid izotrop Rivlin 
- Ericksen de ordinul n, în particula X, dacă admite o reprezentare constitutivă 
de forma (14) cu propritatea de izotropie (15). 

Observaţia 1. Corpurile solide izotrope constituite dintr-un material de tip 
Rivlin - Ericksen de ordinul n = O admit o reprezentare constitutivă de forma 

T(x, t) = f(B(X, t)), QJ(B)QT = f(QBQr), 

dedusă din (14) cu (15). Aplicând teorema de repreientare pentru funcţii izotrope 
·deducem că aceste materiale sunt echivalente cu clasa materialelor Mooney -
Rivlin, prezentate în paragraful 2.7.2. 
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3.2 _,1,·pr~zentări constitutive pentru fluide 
Rivlin - Ericksen 

Vom ţine seama de Definţia 8. fluidelor în sensul materialelor simple, dată în 
paragraful 2.4. Pentru obţinerea reprezentării constitutive a fluidelor Rivlin - Er
icksen pornim cu reprezentarea constitutivă (5) care are proprietatea că principiul 
obiectivităţii este satisfăcut. 

Teorema 3. Un material de tip diferenţial de ordinul n este un fluid în X 
dacă•şi numai dacă admite o reprezentare constitutivă de forma 

T(x, t) = .f(A1(x, t), ... , An(x, t), p(x, t)), 

cu următoarea proprietate satisfăcută pentru VQ E Ort, 

Î(QA1(x, t)QT, ... , QAn(x, t)QT, p(x, t)) = 

= QÎ(A1 (x, t), ... , An(x, t), p(x, t))QT, 

}(O, ... ,O,p) = -p(p)I. 

(3.24) 

(3.25) 

Demonstraţie. Din definiţia fluidului în sensul lui Noll rezultă că 9k(X) = 
Unim. Deoarece Ort C Unim rezultă că corpul este izotrop. Folosim rezultatul 
din Teorema 2. şi deci vom porni în caracterizarea constitutivă cu reprezentarea 
(14), având proprietatea (15). Deci considerăm caracterizarea materialului simplu 
prm 

(3.26) 

Mai rămâne să demonstrăm că dependenţa de B(t) se transformă în dependenţă 
de p, ca o consecinţă a faptului că grupul de simetrie este Unim. Pentru a obţine 
reprezentarea scrisă în (26) am folosit proprietatea de definiţie a transformărilor 
de simetrie materială numai pe Ort. 

Din definiţia grupului de simetrie, prezentată în paragraful 2.4, rezultă că 

(3.27) 

pentru orice H E Unim şi pentru orice istorie de deformaţie. 

Considerăm o istorie Ft dată şi pentru un H E Unim construim istoria 
Ft = FtH. Atunci din (27) cu (26) avem 

(3.28) 

unde mărimile cu " - " sunt asociate istoriei Ft. 
Din (7), din definiţia tensorilor Cauchy - Green la dreapta, (13)i şi din (6) 

rezultă 

(3.29) 
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Pe de altă pa,rte din :E'(t) = F(l)H re,mltă 

(3.30) 

Alegem transformarea H = aF-1{t), cu a E R astfel încât H E Unim. Deci 

a 3 = I det F( t) I sau a 3 = Po. Cu această valoare avem H = ( Po )113F-1 ( t) E 
p p 

Unim 

Din (30) se obţine 

(3.31) 

Folosim din nou proprietatea (28) a transformării de simetrie materială ( de a 
lăsa neschimbat răspunsul materialului), utilizând reprezentarea (26) şi găsim 

- - - Po) 2/3 _ A f(A1, ... , An, B(t)) = f(A1, · .. , An, (- I)= f(A1, •··An, p). 
p 

(3.32) 

Prin urmare a rezultat că are loc reprezentarea constitutivă sub forma (24). Pro
prietatea de izotropie (25) se transformă în proprietatea de izotropie a funcţiei 
din (32), deci are loc proprietatea (25)1 . 

Să arătăm că proprietatea (25)2 este o consecinţă a relaţiei (25)i. Fie 
Ak(t) = O, pentru orice k ~ n. Din (25)1 obţinem că 

Î(O, ... , O, p) == Qf(O, ... , O, p)QT v'Q E Ort. 

Prin urmare avem un tensor simetric care permută cu orice transformare orto
gonală, ceea ce are loc numai pentru tensori sferici. Deci are loc proprietatea 
(25)2. 

Demonstraţia reciprocei. Introducem notaţia operatorială, specifică ma
terialelor simple, de tipul relaţiei din {26), pentru reprezentarea constitutivă {24) 

(3.33) 

Vrem să arătăm că 

(3.34) 

pentru orice istorie de deformaţie, ceea ce este echivalent cu demonstrarea faptului 
că reprezentarea constitutivă descrie un fluid. Din calculele anterioare, formulele 
(29), avem egalităţile 

care ne conduc la egalitatea din (34), pentru reprezentarea introdusă în (33). 

Semnificaţia mecanică este conţinută în 
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Propoziţia 1. Dacă menţinem fluidul ncdeform.,_ţ :elativ 1'1 o configuraţie a 
sa deformată2 atunci starea de tensiune corespunde unei presiuni hidrostatice. 

Demonstraţie. Dacă Ct( T) = I V T E R, atunci Ak(xt) = O Vk 2:: O. 
Din (24) rezultă că 

QÎ(O, ... , O, p)QT = Î(O, ... , O, p), V Q E Ort. 

Notăm Î(O, ... , O, p) = T0 E Sim. Atunci QToQT = T0 VQ E Ort. De 
aici rezultă că T0 = -p(p)I. Deci starea de tensiune se reduce la o presiune 
hidrostatică. 

Fluidele diferenţiale de ordinul n, caracterizate prin reprezentarea constitutivă 
din Teorema 3., se numesc fluide Rivlin - Ericksen de ordinul n. 

3.3 Materiale diferenţiale de ordinul 2 

Ecuaţia constitutivă pentru fluide de ordinul 2 se obţine din Teorema 
3., pentru n = 2. Astfel reprezentarea constitutivă a fluidelor Rivlin - Ericksen 
de ordinul 2 este caracterizată de funcţia 

f : Sim x Sim ----t Sim cu proprietatea, 

pentru VQ E Ort şi pentru V A1 , A 2 E Sim. 

Wang [1970] a demonstrat diferite teoreme de reprezentare pentru funcţii cu 
valori scalare, vectoriale , respectiv tensoriale izotrope în argumentele lor. Uti
lizăm reprezentarea funcţiilor cu valori simetrice de două argumente tensori si
metrici şi obţinem următoarea caracterizare 

Teorema 4. O reprezentare constitutivă de forma (24) cu (25) 

caracterizează un fluid Rivlin - Ericksen de ordinul 2, dacă şi numai dacă :3 p, 
{ O'.j }i:5:j~8 funcţii cu valori reale, dependente de p şi de următorii invarianţi 

(3.35) 

astfel încât 

(3.36) 

2 A se vedea Propoziţia 5. din 2.6.1. 
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Teorema 5. O reprezentare constitutivă. de forma (24) cu (25) 

caracterizează un corp solid şi izotrop de tip Rivlin - Ericksen de ordinul 2, 
dacă şi numai dacă funcţia constitutivă este definită prin intermediul funcţiilor 
{,8; h<i<Is scalare, izotrope prin 

(3.37) 

+,815(Af A~+ A~An + ,811(A~B2 + B2 AD+ .B1s(A~B2 + B2 AD 

Funcţiile sunt dependente de setul complet şi ireductibil de invarianţi, daţi de 
(35), la care se mai adaugă următorii invarianţi 

JB' (3.38) 

cu j E {1, 2}. 

Demonstraţie. Un corp solid şi izotrop are grupul său de simetrie în raport 
cu o configuraţie nedistorsionată a sa 9k = Ort, în conformitate cu rezultatele 
prezentate în paragraful 2. 7.1. Atunci rezultă, ca o consecinţă a Teoremei 2., că 
funcţia constitutivă din (14), scrisă pentru n = 2, este izotropă în raport cu 
argumentele sale, cei trei tensori simetrici. Utilizăm teorema lui Wang [1970] de 
reprezentare a funcţiilor izotrope, cu valori tensori simetrici şi având ca variabile 
setul de tensori (A1 , A 2 , B). Reprezentarea completă şi ireductibilă. este dată. 
în enunţul teoremei. Menţionăm că. baza de reprezentare este generată de setul 
complet şi ireductibil asociat tuturor perechilor de tensori simetrici distincţi. 

3.4. Fluide de gradul k 

In acest paragraf definim subclase de fluide Rivlin - Ericksen, care admit 
reprezentări de tip polinomial în raport cu tensorii lui Rivlin - Ericksen. S-a 
definit un procedeu raţional de simplificare a ecuaţiilor constitutive pentru fluide 
Rivlin- Ericksen de ordinul n. 

Presupunem o mişcare X : B x --+ E, dată. Construim o familie de mişcări 
depinzând de parametrul r E R+, definită prin 

x(r)(X, t) = x(X, rt), \::/r > O. (3.39) 

Să observăm că dacă prin mişcarea x particula X, la momentul t, ocupă 

poziţia x, atunci prin mişcarea x(r)(X, t) ocupă acee~i poziţie la momentul ! 
r 
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Definiţia 4. Mişcarea x(r)(X, t), ru fl < r < 1 se numeşte mişcare încetinită 
asociată mişcării X . 

Propoziţia 2. Pentru mişcări încetinite asociate mişcării x au loc formulele 

în care poziţiile spaţiale ale particulei X corespund imaginilor prin mişcarea 
încetinită şi prin mişcarea dată la acelaşi moment de timp t. 

Demonstraţie. Au loc formulele F(r)(X, t) = F(X, rt) Vr > O. Deci 
F~r)(X,T) = F(X,rT)(F(X,rt)t1 . 

Folosim formula (1.52) iii) din paragraful 1.3 

pentru mişcarea încetinită şi prin derivare de ordinul n, în raport cu T rezultă că 

(3.41) 

Prin urmare dacă vom considera pe T = t, din formula anterioară obţinem (40). 

Definiţia 5. Un fluid Rivlin - Ericksen de ordinul n şi gradul k este definit 
ca un fluid de ordinul n, care satisface următoarele ipoteze 

i) funcţia constitutivă feste un polinom în argumentele sale {Aj(x, t)h<i<n 

ii) pe mişcările încetinite xr(X, t) valoarea funcţiei constitutive reprezintă un 
polinom de gradul k . 

Menţionăm că nu este neapărat necesară introducerea. fluidelor polinomiale 
făcând apel la descrierea pe mişcări încetinite . Legile respective sunt valabile, 
atât ca propuneri de legi constitutive cât şi ca formule matematice, pe orice fel 
de mişcări dacă axiomele mecanicii sunt satisfăcute. 

Fluidul Rivlin - Ericksen de ordinul 1 se reprezintă sub forma 

(3.42) 

cu p,a1,a2 funcţii depinzând de p,JA1 = (trA1, trA~,trAD. 

Având în vedere că A 1 = 2 D, în conformitate cu Propoziţia 10. din para
graful 1.4, observăm că acestea coincid cu fluidele Reiner - Rivlin, reprezentate 
în Teorema 14. din 2.6.2. 

Fluidul de gradul 1 pe o mişcare încetinită trebuie să fie un polinom de gradul 
1 în variabila r. 

T(x, t) = (-p + Atr A 1)1 + µA1, (3.43) 

cu p, ,\, µ funcţii ce depind numai de p. 

Menţionând din nou că A1 = 2 D regăsim clasa fluidelor liniar vâscoase, 
compresibile, dată în (2.11~). 
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0Jcă fluidul este incompresibil atunci ,ezultă 

T(x, t) = -pi+ µAi, (3.44) 

cu >., µ constante de material, iar p funcţie de (x, t), conform cu principiul 
determinismului modificat introdus în 2.3 şi prezentat în Teorema 5. pentru cazul 
incompresibil. Regăsim deci clasa fluidelor liniar vâscoase incompresibile, numite 
şi fluide newtoniene. 

Vom considera acum fluidul de gradul 2. Pornim de la reprezentarea consti
tutivă pentru fluidele de ordinul doi, descrisă prin formula (37). Ţinem seama că 
pe mişcările încetinite, conform Definiţiei 5., trebuie să obţinem un polinom de 
gradul 2 în variabila r. 

Rezultă că fluidul de gradul 2 se reprezintă sub forma 

(3.45) 

cu p, >.,µ,a; funcţii cu valori scalare, depinzând de p. 

Reprezentarea constitutivă pentru fluidul incompresibil de gradul 2 este des
crisă prin 

(3.46) 

cu µ, a; constante de material, iar p este funcţie de (x, t), conform cu principiul 
determinismului modificat. 

Observaţia 2. Reprezentarea anterioară se obţine din ( 45) în care se înlocuieş
te tr A 1 = O, care caracterizează. condiţia de incompresibilitate, În baza relaţiei 
A 1 = 2D, deja menţionate. 

Observaţia 3. Nu pot fi definite fluidele Rivlin - Ericksen de ordinul 1 şi 
gradul 3, deoarece în baza teoremei Hamilton - Cayley, vezi anexa Al., acestea 
se reduc la unul de gradul 2. 

Vom considera acum fluidul de gradul 3. Pornim de la reprezentarea constitu
tivă pentru fluidele de ordinul trei (descrise constitutiv prin formula (24) cu (25), 
pentru n = 3) dedusă în Teorema 3. Astfel reprezentarea constitutivă a fluidelor 
Rivlin - Ericksen de ordinul 3 este caracterizată de funcţia 

J : Sim3 --+ Sim cu proprietatea, 

pentru orice Q E Ort şi pentru orice A 1 , A 2 , A3 E Sim. 

Pe de altă parte în Teorema 5. am caracterizat reprezentarea funcţiilor cu 
valori tensori simetrici, izotrope în raport cu un set de invarianţi de trei tensori 
simetrici, care în cazul considerat aici vor fi (A1 , A 2 , A 3 ). Deci fluidul Rivlin -
Ericksen de ordinul trei admite reprezentarea constitutivă de forma (37), (38) cu 

86 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



deosebirile că B este înloc11iL c~ A 3 , iar foncţiile scalare /3 depind de asemenea 
de densitatea p a fluidului. 

Ţinem seama că pe mişcările încetinite, conform Definiţiei 5., trebuie să 
obţinem un polinom de gradul 3 în variabila r, pentru a avea fluide de gradul 3 
şi respectiv de ordinul 3. 

Cu observaţiile anterioare, folosind reprezentarea din Teorema 5., (37), (38), 
din care reţinem numai termenii care generează pe mişcări încetinite polinoame de 
gradul 3 în variabila r, rezultă că fluidulele de gradul 3, compresibile se reprezintă 
sub forma 

T(x, t) = ( ao + a1 tr A1 + a2tr A2 + a3tr A~ + a4tr A3)I+ 

(3.47) 

în care coeficienţii depind numai de p. 

Pentru obţinerea reprezentării constitutive a fluidelor de gradul 3, incompresi
bile aplicăm procedeul utilizat pentru fluide de gradul 2, incompresibile. Deducem 

(3.48) 

în care coeficienţii sunt, de această dată, constanţi. p(x, t) este presiunea de tip 
hidrostatic, nedeterminată corn:titutiv şi se obţine din ecuaţiile de mişcare, ţinând 
seama de restricţia de incompresibilitate tr A1 = 2 tr D = O, sau div v = O. 

Incheiern cu remarca: Dacă ţinem seama de restricţiile impuse de legea a 
doua a termodinamicii, în cazul fluidelor de ordinul 3, incompresibile, (vezi Ţigoiu 
[1987] ) supuse numai la procese mecanice at unei reprezentarea constitutivă pentru 
un fluid incompresibil de gradul 8 capătă forma ( cu o renotare a coeficienţilor) 

(3.49) 

iar constantele de material verifică următoarele restricţii ( a se vedea şi nota de 
subsol din paragraful următor) 

Fluidele de gradul 2 au fost studiate sub diferite aspecte ale comportamentului 
lor de Dunn, Fosdick [1974] , Fetecău [1995] în timp ce pentru cele de gradul trei 
amintim studiul lui Fosdick, Rajagopal [1980] şi cel mai general efectuat de Ţigoiu 
[1987]. Pentru informaţii mai complete trimitem pe cititor la lucrările citate sau 
la Huilgol şi Phan - Thien [1986]. 
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3.5 i'Ai§carea ştaţionară a unui fluid de gr~dul 3 prin conducte 
Mişcări secundare 

Vom exemplifica, în clasa fluidelor incompresibile de gradul 3, formularea 
problemei cu date la limită care descrie mişcarea staţionară a fluidului în conducte 
infinite şi vom prezenta soluţia dată de Ţigoiu [1995] a. 

Fie {hhe{l,3} un reper cartezian fixat, cu axa h coincizând cu axa de simetrie 
a conductei. Fie n = {(x1,x2,x3) I (x1,x2) E E C R2

, x3 E R} cu E- simplu 
conexă, domeniul în care are loc mişcarea fluidului. 

Ne punem următoarea Problemă 

Să se determine câmpul de viteze v ş1 presmnea p care în n satisfac 

- ecuaţiile de mişcare div T+ p0 b = p0 Vv[v], forţele volurnice derivă dintr-un 
potenţial b = -V ,p 

- condiţia de incompresibilitate div v = O 

- reprezentarea constitutivă pentru un fluid incompresibil de gradul 3 de forma 

T(x, t) = -p(x, t)I + TE(x, t) (3.50) 

unde TE este 

(3.51) 

Constantele de material verifică următoarele restricţii3 

(3.52) 

- condiţiile de aderenţă pe f)f, x R C an, pereţii rigizi ai tubului 

- mişcarea se face cu un gradient de presiune constant . 

Se face următoarea ipoteză cinematică: mişcarea staţionară este descrisă 
prin câmpul de viteze 

v(x1,x2,x3) = v(x1,x2)i3 + u(x1,x2) 

cu câmpul u( x1, x2) · i3 = O. 

(3.53) 

Observaţia 4. Existenţa câmpului u( x1 , x2) este legată de apariţia mişcărilor 
secundare în tuburi, cu secţiunea f, necirculară. Este de remarcat că, în cazul 

3Restricţiile formulate sunt de natură termodinamică, fiind acceptate şi pe procese mecanice. 
Au fost deduse în Ţigoiu [1987), fiind ceva mai generale decât cele deduse în Fosdick şi Rajagopal 
[1980]. 
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fluidului r;cwtonian, orice a,stfel de mişcare se iace pe linii de curent paralele cu 
axul conductei, indiferent de forma secţiunii. Această proprietate nu va mai fi 
adevărată în cazul fluidelor ne - newtoniene (în particular în cazul fluidului de 
gradul trei, ceea ce produce , după cum se va vedea în final, la o posibilă experienţă 
de laborator din care să se deducă o relaţie între constantele constitutive, necesară 
pentru determinarea acestora. 

Propoziţia 2. Câmpul de viteze (53) satisface condiţia de incompresibilitate 
dacă şi numai dacă 

(3.54) 

Aceasta împreună cu proprietatea de simplă conexiune a domeniului conduce 
la existenţa unui potenţial cp( x1, x2) astfel încât 

(3.55) 

Reciproca este de asemenea adevărată, aşa cum este uşor de verificat. 

Este imediat de observat din (53) că deoarece câmpul de viteze veste indepen
dent de x 3 rezultă că TE şi v')v[v] sunt de asemenea independenţi de X3. Atunci 
notând cu l:l.p variaţia de presiune raportată la unitatea de lungime, interpretată 
ca forţa specifică care generează mişcarea fluidului, rezultă următoarea 

Propoziţia 3. ln condiţiile descrise mai sus potenţialul generalizat cp(1) este 
dat de 

cp(I) = p/ p + VJ, b = -grad1/J, (3.56) 

este independent de x 3 ş1 

(3.57) 

ln acelaşi timp 

(3.58) 

Deci a = l:l.p. 

8cp(l) 
Demonstraţie. Din ecuaţia de mişcare rezultă că -

8
-- = O şi are loc 

X3 

reprezentarea din (57). Din (56) rezultă egalităţile din formula (58) cu inter-
pretarea constantei a, menţionată în enunţ. 

Notăm prin T;j = i; · Tii componentele tensorului de tensiune în baza 
carteziană. 

Ca o consecinţă. a ipotezei cinematice formulate în (53) rezultă 
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Propoziţia 4. Au loc următoarele relaţii 

Vv = b 0 Vv + v'u, 
v'v[v] = (u · v'v)i3 + v'u[u], 
TE = tn ( ÎJ ® i3) + t 0 i3 + ÎJ 0 t + T T, 

în care s-au introdus notaţiile 

tn = (TE)33, 
t = (TEhib, i = 1, 2, 

TT = I: (TE)ij(i3@ b), 
i,#3 

TT definit într-un plan ortogonal pe direcţia 13 

(3.59) 

(3.60) 

Propoziţia 5. Ecuaţiile de mişcare în direcţia 13 şi în planul ortogonal pe 
b), sunt date sub forma 

divt + [~p] = pou · v'v, 
divTT - V J = Po Vu[u], 

(3.61) 

în care operatorii div( ·) şi v' (-) se aplică funcţiilor dependente de variabilele 
(x1, X2). 

Condiţiile de aderenţă pe peretele rigid al tubului 

(3.62) 

sunt echivalente cu 

(3.63) 

Reformulând condiţia prin intermediul potenţialului vitezei (mai puţin o con
stantă aditivă) avem 

(3.64) 

unde prin n s-a notat versorul normalei la 8E. Demonstraţie. Dintr-un calcul 
direct, în ipoteza cinematică (53) se deduc formele ecuaţiilor de mişcare scrise 
în (59), (60). Din (55) şi (53)2 rezultă forma (64) pentru condiţiile pe peretele 
rigid. 

Observaţia 5. Dacă, căderea de presiune ~p este nulă atunci soluţia pro
blemei corespunde fluidului aflat în repaus şi este dată prin 

V = o, U = o, p,/1
) = p + p<p = O. (3.65) 

Vom prezenta acum analiza asimptotică a curgerii. Problema formu
lată va fi rezolvată prin metoda aproximaţiilor succesive în ipoteza mişcărilor 
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lente, modelată prin CYL~;ţi:i: forţa specifică a mişcării, raportată. la un.itatc:·a ele 
lungime este tlp = tH, cu t ~ l. 

Presupunem că pentru t ~ 1, există soluţii netede în raport cu t astfel încât 

n 

V= L ErVr + O(En+l ), 
r=l 

n 

U = LErUr + O(tn+l); Ur = (v'cpr)\ (3.66) 
r=l 

n 

f = L tr Jr + O( tn+l) • 
r=l 

Eroarea este de ordinul O( En+l) în raport cu xi, x2. 

Observaţia 6. Vom face câteva remarci privid analiza dimensională a 
problemei. 

In primul rând E este forţa specifică adimensională a mişcării şi H reprezintă 
o forţă caracteristică a problemei. 

Fie acum a (de exemplu axa mare a elipsei dacă secţiunea are această formă) 
o lungime caracteristică şi U0 o viteză caracteristică. 

In variable adimensionale rezulată 

şi deci 

µUoA a1UJ(A A2) /31U;A -- 1+-- 2- +-- 3-
a a2 1 a3 

3/31 U; ( /33U; ( 2) 
2

a3 A1A2 + A2A1) + ~ trA1 A1 

div TE= µ~
0 

{divA1 + ihdiv(A2 - A:)+ 
a 

+.81div ( A3 - ţ(A1A2 + A2A1)) + ,83div [(trA~)A1]}. 

In relaţia (68) constantele adimensionale sunt date prin 

i = 1, 3. 

(3.67) 

(3.68) 

(3.69) 

Constantele din (69) pot fi rescrise prin intermediul numărului lui Weissenberg 
sub forma 

d w: \
1 

Uo 
un e a = A 

a 

;::., = w(o). 
'-'1 - a , 

( ,\1 reprezentând un timp de relaxare) şi wJ0 l = 

(3.70) 

Uo 
0:1-

µa 
este prima aproximaţie a numărului lui Weissenberg pentru mişcarea fluidului 
considerat. 
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In variabile adimensionale ecuaţiile de miscare (61) se pot scrie acum sub 
forma 

div t + q = Re u · Vv 
div TT - ,V f = Re Vu[u], 

Ha 
unde constanta , = -- µUo. 

(3.71) 

Observaţia 7. Dezvoltă.rile pentru t şi TT din descompunerea prezentată în 
(59)3 se obţin prin introducerea dezvoltărilor (66) în (67). Dacă aceste rezultate 
sunt introduse acum în (71), prin egalarea coeficienţilor diferitelor puteri ale lui t::, 

se obţine succesiunea de ecuaţii cu derivate parţiale pentru necuDoscutele Vr, qr 

şi Jr. Aceste ecuaţii vor fi rezolvate pentru următoarele condiţii pe frontieră 
(obţinute din (63)) 

aqr = o ar:, an pe (3. 72) 

Nu vom preciza întreaga dezvoltare pentru TE. Aceasta se va efectaua re
curent. Să observăm că 

n 

A1 = L t:r(e3 0 Vvr + Vvr 0 e3 + Vur + v7T Ur) + O(e::n+I ), 
r=l 

A2 = O(t2
), A 3 = O(t:3

). 

Vom pune în discuţie succesiunea de probleme cu date pe frontieră după cum 
urmează 

Propoziţia 6. La primul pas de aproximare se deduce reprezentarea 

şi respectiv 

Aproximaţia sistemului (71) este 

Vv1 = -,, 
div(v'u1 + vr u1 ) - ,V /1 = O, 

cu condiţiile pe frontieră 
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Demonstraţie. Dacă. se utilizează (59 )3 din (13) :,;e deduc reprezentările din 
(74). 

Observaţia 8. Problema (75)i - (76)i este o problemă Dirichlet pentru 
ecuaţia Poisson. Rezultă din proprietăţi cunoscute că are o unică. soluţie v1 . 

Problema (75)2 - (76)2,3 trebuie să fie corect formulată. Dar cum u(x1, x2 ) = 
('vcp(x1 , x2)).l rezultă dintr-un calcul simplu că 

(3.77) 

Prin urmare din ecuaţia (75)2 (dacă considerăm întâi operaţia "1-" ş1 apoi 
aplicăm divergenţa) se deduce următoarea ecuaţie pentru cp 1 

(3.78) 

Cu cele de mai sus este imediată 

Propoziţia 7. Ecuaţia biarmonică (78) cu condiţiile pe frontieră (76)2,3 ad
mite numai soluţia nulă. şi 

(3.79) 

Observaţia 9. Prima aproximaţie pentru TE coincide cu reprezentarea 
constitutivă Navier - Stokes. Rezultă că fluidul Navier - Stokes nu poate accepta 
mişcări secundare în conducte drepte cu secţiuni domenii simplu conexe. 

Trecem acum la aproximaţia de ordinul doi. Acelaşi tip de raţionament 
ne conduce la 

Propoziţia 8. Expresia lui TE cu descompunerile (59)3 este dată prin 

şi respectiv 

Propoziţia 9. Aproximaţia de ordinul doi a sistemului (71) este 

~V2 = 0, 
div('vu2 + v7T u2) + &1 div('vv1 @ 'vv1) - ,'v h = O, 
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cu următoarele condiţii pe frontieră 

v2 laE= O, 

'P2 laE= O, 
(3.83) 

Observaţia 10. Problema lui Dirichlet formulată în (82)i - (83) 1 are o unică 

soluţie 

(3.84) 

Din (82)2 printr-un raţionament similar cu cel utilizat în Observaţia 8. pentru 
prima aproximaţie obţinem că 

(3.85) 

Propoziţia 10. Problema (82)2 - (83)2,3 admite o unică soluţie care este 

In aproximaţia de ordinul trei au loc afirmaţiile conţinute în 

Propoziţia 11. Din u1 = u2 = O, v2 = O rezultă că A 3 = O(t:5
). 

Aproximaţia de ordinul trei pentru tensiunea efectivă este 

(3.86) 

TE= µ~
0 

{ f (ÎJ ® v7v1)
5 + â:1t:

2
[v7vi_ ® v7v!- I v7v1 1

2 
ÎJ ® i3]+ (3.87) 

+t:3[(h ® v7v3)5 + (v7u3)8 + (2/33 - 3,81) I v7v1 1
2 (v7v1 ® i3)5]} + O(t:4

), 

unde s-a folosit notaţia (a® b)5 =a® b + b ® a. Descompunerea {59)3 devine 

iar aproximaţia de ordinul trei pentru sistemul (71) este 

~v3 + (2/33 - 3/Ji)div(I v7v1 1
2 v7v1) = O, 

div(v7u3 + v7T U3) - ,v7 h = O. 

In mod corespunzător datele pe frontieră sunt scrise sub forma 

V3 laE= O, 

r.p3 laE= O, 

(3.88) 

(3.89) 

(3.90) 

Observaţia 11. Problema Dirichlet (89)i - (90)i are o unică soluţie nenulă 
V3 ( căci /33 - 3/2/31 > O, având în vedere restricţia constitutivă (52)). 
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[cuc1,~,c1, (8Sh cu wndiţiih: pe frontieră (90)2,3 conduc ia ur,11iitoarea problemă 

la limită 

!:il:1'{)3 = o, 
'P3 laE= O, 

Deducem că (90) admite numai soluţia nulă 

U3 = (v'cp3)J. = 0. 

(3.91) 

(3.92) 

Vom trece acum la aproximaţia de ordinul 4. Dintr-un calcul lung, dar 
direct pe care nu-l reproducem aici deducem, pe baza rezultatelor puse în evidenţă 
în paşii anteriori, că are loc 

Propoziţia 12. Tensiunea efectivă are expresia 

TE = µUo { f (b 0 v'v1)8 + t: 2O1(v'v1 0 v'v1- I v'v1 1
2 b 0 b)+ 

a - -
+t:3[(b 0 v'v3)8 + (2/33 - 3/31) I Vv1 1

2 (v'v1 0 b)5 ]+ (3.93) 
+t:4[(b 0 v'v1)8 + (v'u4)8 + ă1(('\?v1 0 v'v3)8 

- 2v'v1 · '\?v3ÎJ 0 i3)]}+ 
+O( t:s), 

iar din descompunerea (59)3 se deduc urmatorele relaţii pentru t, T7') tn : 

Aproximaţia de ordinul 4 a sistemului (71) are forma 

l:iv4 = O, 
div(v'u4 + v7T u4) + 01 div(Vv1 0 v'v3 + v'v3 0 v'v1) - ,V f4 = O, 

(3.95) 

cu condiţiile pe frontieră de aceeaşi formă ca cele date în aproximaţia de ordinul 
trei, adică 

V4 lan= O, 

'P4 lan= O, a'P4 lan= o. 
v'n 

(3.96) 

Observaţia 12. Problema Dirichlet formulată în (95)i - (96)i admite numai 
soluţia nulă 

(3.97) 

Ecuaţia (95)2 cu condiţiile (96)2,3 poate fi uşor transformată în următoarea 
problemă 

(3.98) 
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dacă folosim faptul că ((g).l).L = -g, oricare ar fi g. 

Propoziţia 13. Problema determinării potenţialului c.p 4 revine la problema 
echivalentă 

(3.99) 

care admite o unică soluţie. 

Câmpul de viteze (53) admite, în final, reprezentarea 

(3.100) 

Deducerea formei echivalente pentru problema formulată în (98) se bazează pe 
considerarea ecuaţiei (89)i, care face posibilă reevaluarea membrului drept din 
(98)i prin calcule directe. 

Observaţia 13. Din calculele anterioare este clar că în fluidul de gradul 3 care 
se mişcă într-un tub drept cu secţiunea eliptică apar mişcări secundare. Ordinul 
de mărime al mişcărilor secundare este cu trei ordine de mărime (în raport cu 
parametrul f) mai mic decât ordinul de mărime al mişcării principale a fluidului 
în lungul tubului. 1n acelaşi timp termenul corespunzător este cu un ordin de 
mărime mai mic faţă de ordinul termenilor specifici reprezentării constitutive de 
gradul 3, care au drept coeficienţi pe /31 , /33 . 

Să remarcăm în final că termenii care conţin acceleraţiile de ordinul doi, A3 , 

nu apar datorită faptului că mişcarea fluidului a fost presupusă lentă. 

Până acum au fost prezentate rezultate general valabile, indiferent de forma 
secţiunii tubului. Vom considera cazul tubului cu secţiunea o elipsă de ecuaţie 

în care a > b > O, sau, în variabile adimensionale 

(3.101) 

O< c < b/a < l. 

Propoziţia 14. In cazul secţiunii eliptice soluţia v1 ( x1 , x2) a problemei 
Dirichlet (75)i - (76)i se determină explicit prin 

,c2 x2 
v1(x1, x2) = - 2(1 + c2) (xf + c~ - 1), (3.102) 

iar din (75)2 se obţine 

(3.103) 

unde C1 este o constantă. 
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formula (103) a fost dedusă din (75)2 având în vuiere că cp 1 == O. 

Propoziţia 15. Aproximaţia de ordinul doi este caracterizată de u2 = O, iar 
pentru f 2 din (82)2 se obţine 

v' fi = 01 
div(v'v1 ® v'v1), 

'Y 

a cărei soluţie este dată de 

fi(x1, x2) = 2(1 a~ : 2 ) 2 [(1 + 2c2)c2xi + (2 + c2)x~] + C2 , 

unde C2 este o constantă. 

(3.104) 

(3.105) 

Demonstrarea formei soluţiei ecuaţiei (104) rezultă din considerare relaţiei 
(102), prin intermediul căreia (104) poate fi exprimată prin 

8/i 01, ( 2 2) 2 
8x1 

( 2 ) 2 1 + C C X1, l+c 
(3.106) 

8h a1, 2 

8x2 
( 2)2 (2 + C )x2, l+c 

Propoziţia 16. a) Cea de a treia aproximare poate fi caracterizată (u3 = O) 
prin soluţia 

unde C3 este o constantă. Iar v3 se determină ca soluţie a ecuaţiei 

( ) 2 ·S3 + P2 h3 l( 2) 4 2 ( 2) 21 ~V3 X1, X2 = ( 2 ) 2 1 + 3c C X1 + 3 + C X2. J+c 
j 1_ 

b) Soluţia problemei (89)i - (90)i este dată prin reprezentarea 
! 

(3.107) 

(3.108) 

. 2 

v3(x1, x2) 7/D(xi + :: - l)(Axi +Ax~+ C), (3.109) 

unde A, B, C, D sunt con4:ante dependente de domeniu ( ce pot depinde de con
stantele constitutive şi de, asemenea de , ); ele sunt explicit date la sfârşitul 
paragrafului. 

Demonstraţie. Cu funcţia determinată în (102) introdusă în {89)i, după 
efectuarea câtorva calcule, rezultă ecuaţia cu derivate parţiale pentru v3 sub 
forma (108). Dacă se asociază condiţiile pe frontieră (90h,3 forma soluţiei scrisă 
În (109) poate fi obţinută imediat. 

Propoziţia 17. Cea de a patra aproximaţie este precizată prin v4 = O, din 
(97), şi de <p4 soluţia problemei 

- - _ 6c2 
( 1 - c2

) 4 
~~t.p4 = -2(/33 + /32)a1 (l + c2)3 , X1X2, 

81.p4 
<p4 lan= O, - lan= O. ân 

(3.110) 
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Aceasta admite u soluţie dată de formula 

(3.111) 

ln expresia de mai sus constanta dependentă de domeniu E este dată tot în 
tabelul constantelor de la sfârşitul paragrafului. 

Demonstraţie. Problema (98) poate fi rescrisă dacă se folosesc soluţiile 

determinate în ( 102) şi ( 109). Soluţia problemei ( 110)· se obţine dintr-un calcul 
destul de lung, dar direct. 

Observaţia 14. Din restricţiile constitutive (52) avem P3+P2 > O şi ă- 1 > O. 
Atunci putem reprezenta liniile de curent, care corespund mişcării secundare, 
deci curbele cp4(x1,x2) = constant. Remarcăm că pentru cp4(xi,x2) = O avem 
drept linii de curent elipsa de secţiune şi semiaxele. ln Fig. 3.1 este schematic 
reprezentată configuraţia liniilor de curent şi sensul mişcării secundare pe liniile 
de curent. 

C 

~ D 
-1 

s:J o 1 

-c 

Fig. 3.1 

Propoziţia 18. Aproximaţia presiunii, până la termenii de ordinul 4 inclusiv 
se determină prin formula 

p(x1 ,x2,x3) = 
4 -

-pl/J + ~ Ei Ci - EH x3 + E
2 
2(i°~ ')'c2)2 [( 1 + 2c2 )c2x~ + (2 + c2)x~]-(3_ 11 2) 

4 2(P2 + p3) - 3[S1 4 + S2 2 2 + S3 2 + Vi 4 + Vi 21 
-E (1 + c2)3 Oi, -4Xl 2X1X2 2X1 4X2 2X2 . 

Demonstraţia se obţine din relaţiile (56), (57) cu aproximarea funcţiei 
f(xi, x2)- Pentru pasul patru de aproximare calculăm pe u 4(xi, x2) prin inter-
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mediul lui (111) şi obţfr1<>m Î•1 final, după un calcul destul de lung (din (95):.i) 

aBJ4 = -Qâ1(S1xf + S2x1x~ + S3x1), 
Xt 

aBJ4 = -Qâ1(Vix~ + S2x~x2 + Vix2), 
X2 

(3.113) 

în care Q, S;(i = 1,2,3), Vj(j = 1,2) sunt constante dependente de domeniu, 
de constantele constitutive şi de gamma. ) Aceste constante sunt de asemenea 
explicit calculate . . 

Sistemul (113) este compatibil iar soluţia va fi de forma 

- ( S1 4 S2 2 2 S3 2 Vi 4 ½ 2 f4(xi, x2) = -Qo:1 4 x1 + 2 x1 x2 + 2 x1 + 4 x2 + 2 x2) + C4, (3.114) 

unde C4 este constantă. 

Rezultă în final forma (112) pentru aproximaţia de ordinul 4 în f. 

Vom calcula acum presiunea normală. pe suprafaţa rigidă a tubului prin for
mula 

(3.115) 

unde p ş1 TE au fost deja evaluate. Atunci cantitatea 

(3.116) 

reprezintă maximul variaţiei lui TN pentru fiecare x 3 fixat. 

Propoziţia 18. Expresia !!::,.TN poate fi reprezentată prin 

_ 2(1 - c2)c2 
2 - - _ 4c4(1 - c2)2(3c4 + 4c2 + 3) 4 

!!::,.TN = o:1, (1 + c2)2 f + 4(/32 + /33)0:1, (1 + c2)4(5c4 + 6c2 + 5) f ,(3.117) 

(3.118) 

şi folosind (84), (102), (109) şi (111) ajungem la expresiile 

(3.119) 
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ln urma calculelor efectuate prin utilizarea :C'h\;ihr ( 1 l J.) (115) deducem ex
presia (117) pentru !l.TN. 

Observaţia 14. Prin intermediul relaţiei (117) rezultă că maximul variaţiei 
presiunii normale, care este o mă.rime măsurabilă. experimental, produce o nouă 
relaţie pentru determinarea constantelor constitutive. De remarcat că am obţinut 
această relaţie într-una din ipotezele /31 = -(/32 + /33 ) ( care asigură un criteriu 
de stabilitate aşa cum a fost demonstrat în Ţigoiu [1987] ), sau 3/31 + 2/32 = O, 
care descrie o subclasă de fluide de gradul 3 ( considerată. de asemenea în lucrarea 
menţionată). 

Astfel, în concluzie, putem interpreta relaţia (117) fie ca pe un criteriu de 
existenţă al mişcărilor secundare la fluidele de gradul trei ( dacă, constantele con
stitutive au fost determinate din alte experimente), fie ca pe o posibilă experienţă 
pentru determinarea unei noi relaţii între constantele constitutive. 

ln final prezentăm lista constantelor care au fost menţionate în forma dedusă 
a soluţiilor problemelelor succesive apărute 

c2(3c6 + 19c4 + 5c2 - 3) 
A= ---------

6(c4 + 6c2 + 1) 
-3c6 + 5c4 + 19c2 + 3 

B=--------
6(c4 + 6c2 + 1) 

C = ~(A B)· D = (2P3 - 3P1)c
2 

3 

1 + c2 + ' 2(1 + c2
)

3 
' 

c6 (1 - c2
) 

E = -------· Q = 2D 
4(1 + c2)3 (5c4 + 6c2 + 5)' 
2A'(l + 5c2

) + (1 + 3c2)c6 c4(1 - c2)(5c2 + 3) S1 = ---'----'---------'-- - ___,; __ .....;.....c __ _..;_ 

1 + c2 5c4 -:I-- 6c2 + 5 
S _ 3 B' A' c2(3 + c2

) 3c2(1 - c2)(3c2 + 5) 
2 

- ( + c2 ) + 1 + c2 5c4 + 6c2 + 5 
S

3
=_(C_'_-_A_'...;_)('-1_+_3_c_;...2)+_3_c4_(1_-_c_4_) 

1 + c2 5c4 + 6c2 ţ 5 
Vi = _2B_'_( c_

2
_+_5-'-) + _3 +_c2 + _c2-'-( 1_-_c ...;_) ('-5_+_3_c2

-"-) 

c2 (1 + c2) 1 + c2 5c4 + 6c2 + 5 
(C' - c2B'){3 + c2 ) 3c4(1 - c4 ) 

½=-------
c2(1 + c2 ) 5c4 + 6c2 + 5 

unde A' = c2 A; B' = c2 B; 
2 

C' = _c -(A'+ B'). 
1 + c2 

{3.120) 

Problema de curgere, care va fi reluată în capitolul următor (problema Poiseuille), 
a fost analizată. pentru diferite clase de fluide ne - newtoniene de Langlois şi Rivlin 
[1963), Pipkin şi Rivlin [1963], Truesdell şi Noll [1965), Dodson , Townsend şi 
Walters [1974], Townsend, Walters şi Waterhous [1976), etc., scopul nostru fiind 
însă., în afara prezentării problemei de curgere propriu-zise, obţinerea importan
tei relaţii (68), cu toate observaţiile legate de ea. Pentru proprietăţile soluţiilor 
ecuaţiilor cu derivate parţiale trimitem la Roşca [1997]. 
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3.6 Exerciţii şi probleme 

1. Arătaţi că are loc formula 

A~= uu-1 + u-1u 
2. Arătaţi că fluidele de tip diferenţial de ordinul O, reprezintă clasa fluidelor 

perfecte, sau clasa fluidelor elastice 

T(x, t) = f(F(t)), fluid{=} T(x, t) = <po(p)I 

3. Arătaţi că fluidele de tip diferenţial de ordinul 1, reprezintă clasa fluidelor 
vâscoase, sau clasa fluidelor de tip Reiner - Rivlin 

4. Folosind direct enunţul principiului obiectivităţii arătaţi că materialele de 
tip diferenţial de ordinul 1 îl satisfac dacă §i numai dacă admit o reprezentare 
constitutivă de forma (54) cu n = 1, deci 

R T T(x, t) = R(X, t)f(A1 (x, t),, C(X, t); X)R (X, t). 

5. Demonstraţi că un material de tip diferenţial de ordinul O descrie un corp 
solid, izotrop dacă şi numai dacă admite o reprezentare de forma 

(3.121) 

adică este un material de tip Mooney - Rivlin. 

6. Demonstraţi că un material de tip diferenţial de ordinul 1 descrie un corp 
solid, izotrop dacă şi numai dacă admite o reprezentare de forma 

T(x, t) = f(A 1 (x, t), B(X, t); X) cu proprietatea (3.122) 

7. Reprezentaţi constitutiv un material de tip diferenţial de ordinul 1 care 
descrie un corp solid şi izotrop. 

8. Fie următoarele reprezentări pentru materiale de tip diferenţial de ordinul 1 

a) T(x, t) = µF(t) · F'(t)I, 

b) T(x, t) = µF(t)[(A1)R · (Ai)RC]F1'(t)), 

c) T(x, t) = µ(A 1)R · (A 1)RC. 

Care dintre aceste reprezentări , cuµ- constant verifică principiul obiectivităţii? 
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4. V ÂSCOMETRIE 

4.1 Mişcări cu istoria alungirilor 
relative constantă (m.i.a.r.c.) 

ln mecanica materialelor simple s-au impus două tipuri de particularizări, privind 

- natura materialelor din care sunt constituite corpurile, 

- tipul mişcărilor efectuate de corpuri. 

ln acest capitol vom defini şi analiza câteva clase speciale de mişcări pentru 
fluide, în clasa materialelor simple. Ne vom ocupa de mişcările cu istoria alun
girilor relative constantă. Aceste mişcări au fost introduse de Coleman [1961]. 
Rezultatele au fost generalizate de Noll [1962], iar în Coleman, Markovitz, Noll 
[1966], Walters [1975], Larson [1989] sunt prezentate aplicaţii în vâscometrie şi 
sunt date rezultate de natură experimentală. 

4.1. 1 Definiţie 

Definiţia 1. O mişcare x este o mişcare cu istoria alungirilor relative con
stantă ( în X E B) dacă există Q(r) E Ort, pentru orice r E R, cu Q(O) = I 
astfel încât 

( 4.1) 

Când ne vom referi la o mişcare cu istoria alungirilor relative constantă vom 
utiliza notaţia prescurtată m.i.a.r.c. 

4.1.2 Condiţii de caracterizare 

Vom preciza condiţii necesare şi suficiente pentru ca o mişcare x să fie cu 
istoria alungirilor relative constantă. Acestea vor fi numite (C.I) şi respectiv 
(C.11). Ele vor fi formulate într-o particulă X, fixată în corpul B, pe care nu o 
vom mai menţiona, dacă acest lucru nu produce confuzii. 

Prima condiţie de caracterizare, (C.I), este un rezultat datorat lui Noll [1962] 
şi precizează forma pe care trebuie să o admită gradientul mişcării, în raport cu 
configuraţia pe care o are corpul la momentul t = O, considerată drept configuraţie 
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de referinţă, notat F0 (X, T). Gradientul r,1i.1carii este calculat în particula fixată. 
X, iar reprezentarea va avea loc la orice moment de timp, -r. 

A doua condiţie,(C.11), este o consecinţă. a Definiţiei 1. şi a condiţiei (C.I). 
Aceasta precizează. forma tensorului lui Caughy - Green la dreapta, în descrierea 
relativă., faţă de configuraţia de la momentul t, luată drept configuraţie de 
referinţă. 

Condiţia (C.I) : Teorema lui Noll de caracterizare a mişcărilor cu 
istoria alungirilor relative constantă 

C;ondiţia necesară şi suficientă ca o mişcare x să fie cu istoria alungirilor 
relative constantă este ca să existe Q( -r) E Ort, K E R, N E Lin, astfel 
încât 

(4.2) 

pentru orice -r E R, cu Q(O) = I, I N I= 1. 

Demonstraţie. Presupunem că are loc reprezentarea din Definiţia 1. pentru 
m.i.a.r.c., deci 

(4.3) 

pentru orice s 2: O şi orice t E R. Notăm 

H(s) = C0 (-s) E Sim ( 4.4) 

şi rescriem relaţia anterioară. prin intermediul acesteia. 

Folosim formulele (1.52) ii) şi (1.49): 

Ft(-r) = Fo(r)Fă" 1 (t)' Ct(T) = F;(r) Ft(-r) 

pentru T = t - s şi obţinem relaţia de legătură între Ct( T) si Co( -r) 

Pentru T = t - s, rezultă 

Astfel (1) se scrie sub forma 

sau 

H(s - t) = F~(t)Q(t)H(s)QT(t)F0 (t). (4.6) 
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Introducând notaţia 

în (6) rezultă că 

H(s - t) = ET(t)H(s)E(t). 

Derivăm în raport cu t în relaţia (8) şi facem apoi pe t = O. Rezultă 

Introducând următoarea notaţie 

E(O) = M, cu E(O) = QT(O)F0 (0) = I, 

în (9), se obţine problema Cuachy 

-H(s) = MTH(s) + H(s)M 
H(O) = I. 

Folosim rezultatul următor : soluţia sistemului diferenţial 

X(s) = AX(s), 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

m care A E Lin, cu condiţia iniţială H(o) = I, este unică şi se reprezintă prin 
X(s) = exp( As), care permută cu A. 

Deci, dacă considerăm substituţia 

H(s) = exp(-sMT)Y(s ), 

din (10) va rezulta un sistem pentru necunoscuta Y de forma 

-Y(s) = Y(s)M, 

cu condiţia iniţială Y(O) = I. 
Să observăm că soluţia problemei Cauchy 

-Y(s) = MY(s) 
Y(O) = I 

(4.12) 

este Y ( s) = exp( -Ms) şi deoarece permută cu M va fi soluţia unică a problemei 
Cauchy, formulate în (12). 

Deci solutia problemei (10) se obţine sub forma 

H(s) = exp(-sMT) exp(-sM), Vs 2: O 

104 

( 4.13) 

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



Arătă;n că funcţia H( s) se exprimă prin formula anterioară., §Î µer,tru s < O. 
Pentru aceasta folosim relaţia (8) din care rezultă că H este definită şi pentru 
valori negative. Fie acum e = s - t < O, şi deci e + t = s > O. Avem din (8) 

Derivând relaţia anterioară în raport cu t şi considerând t = O rezultă acelaşi 
sistem diferenţial pentru H ( definită pentru e < O) şi cu aceeaşi condiţie iniţială, 
la e = O. Astfel rezultă afirmaţia. 

!~locuim pe H în relaţia (8) cu valoarea găsită (13) 

exp(-(s - t) MT) exp(-(s - t)M)) = ET(t) exp(-sMT) exp(-sM) E(t). 

Pentru s = O, din relaţia de mai sus, se obţine că exp(tMT)exp(tM) = ET(t)E(t), 
sau I= exp(-tMT) ET(t)E(t) exp(-tM) = (E(t) exp(-tM)fE(t) exp(-tM) şi 
deci Q(t) = E(t) exp(-tM) E Ort. 

Astfel am arătat că 

E(t) = Q(t) exp(tM), dar E(t) = QT(t)F0(t), 

de unde 

F0 (t) = Q(t)Q(t) exp(tM) = Q(t) exp(tM). 

1n concluzie, din relaţia anterioară 

Dacă M = O ⇒ F0(t) = Q(t)Q(t) E Ort 
1 

Dacă M f:. O, luăm K =IM I, N = -M şi atunci, 
K, 

F 0 (t) = Q(t) exp(t1eN), cu Q(O) = I şi I N I= 1. 

Demonstraţia reciprocei. Presupunem că are loc reprezentarea (2) pentru 
F0 . Rezultă că 

(4.14) 

Din formula (5), în care utilizăm ipoteza (2) şi formula (14) avem 

Ct( r) = ( exp(-tKN)QT(t)f exp( TKNT) exp( TKN) exp(-tKN)QT(t) = 

= Q(t) exp(-tKNT) exp( rKNT) exp( TKN) exp(-tKN)QT(t). 

In final, înlocuind T = t - s deducem că 

(4.15) 
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caic îr:-ipreună cu (14) conduc la rela~ia. (1) din defini~ia ,n.i.a.r.c. 

Ca o consecinJă a teoremei de caracterizare a mişcărilor cu istoria alungirilor 
relative constantă vom reprezenta tensorul lui Cauchy - Green la dreapta, în 
descrierea relativă, Cl . 

Vom introduce următoarele notaţii 

M = KN, M(t) = Q(t)MQT(t), ( 4.16) 

asociate unei m.i.a.r.c. caracterizată prin condiţia (2). 

Consecinţa 1. Pe o mişcare cu istoria alungirilor relative constantă tensorul 
lui Cauchy - Green la dreapta, în descrierea relativă, se reprezintă prin 

C!(s) = exp(-sMT(t)) exp(-sM(t)) V s ~ O. ( 4.17) 

Demonstraţie. Pornind de la definiţia funcţiei exponenţiale de argument 
tensorial se obţine că 

Q exp(M) QT= exp(QMQT), V Q E Ort, M E Lin. ( 4.18) 

Dacă se utilizează această proprietate în condiţia {15), care are loc pentru mişcări 
cu istoria alungirilor relative constantă, se deduce rezultatul formulat. 

Să observăm că are loc în mod evident următoarea 

Propoziţia 1. In cazul m.i.a.r.c. o dată cu reprezentarea (2) are loc ş1 

reprezentarea 

F0 {X, t) = Q(t) exp(t(-,c)(-N)), 

pentru orice t E R, cu Q{O) = I şi I {-N) I= 1. Deci parametrul "' poate lua 
valori reale arbitrare. 

Condiţia (C.11) de caracterizare a mişcărilor cu istoria alungirilor 
relative constantă: 

Teorema 1. Condiţia necesară şi suficientă ca o mişcare x să fie cu istoria 
alungirilor relative constantă este ca să existe Q(T) E Ort, cu Q(O) = I şi 

M E Lin, astfel încât 

C!(x, s) = exp(-sM1'(t)) exp(-sM(t)) Vs E R+, ( 4.19) 

pentru orice s E R+ şi orice t E R, unde M(t) = Q(t)MQT(t). 

Demonstraţie. Presupunem că mişcarea x este cu istoria alungirilor relative 
constantă. Atunci are loc reprezentarea din teorema lui Noll de caracterizare a 
m.i.a.r.c., pe care o vom utiliza în calculul expresiei gradientului de deformaţie 
în mişcarea relativă 

Fi(x, T) = Fo(X, T)(F0 (X, t)t 1
, şi deci 
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rn care M = r.:N E Lin, s = t - T 2:: O ( ueci T ,::; l). Dacă folosim expre
sia calculată în definiţia tensorului lui Cauchy - Green la dreapta, în descrierea 
relativă, obţinem 

de unde, prin introducerea câmpului tensorial M(t) = Q(t)MQT(t), rezultă 
necesitatea condiţiei formulate. 

lţeciproc. Presupunem că are loc formula de reprezentare a tensorului lui 
Cauchy - Green la dreapta, în descriere relativă 

C!(x, s) = exp(-sMT(t)) exp(-sM(t)), 

pentru orice s E R+ cu M(t) = Q(t)MQT(t), Q(t) E Ort, Q(O) = I la 
orice moment de timp t, sau ,într-o reprezentare echivalentă 

dacă folosim (19). Fie t = O, din (20) rezultă că 

cg(x,s) = exp(-sMT) exp(-sM) V s E R+· 

Revenind în (20) obţinem reprezentarea 

care arată, conform Definiţiei (1), că suntem pe o mişcare cu m.i.a.r.c. 

4.1.3 Lema lui Wang 

Lema 1. Pe mişcări cu istoria alungirilor relative constantă primii trei tensori 
ai lui Rivlin- Ericksen determină în mod unic mişcarea. 

Demonstraţie. In ipoteza că X este o m.i.a.r.c. au loc formulele recurente 
de calcul pentru tensorii lui Rivlin- Ericksen 

A 1 (x, t) = MT(t) + M(t), 
( 4.21) 

An(x, t) = MT(t)An-1(x, t) + An-1(x, t)M(t) Vn 2:: 2. 

Vom presupune cunoscuţi primii trei tensori ai lui Rivlin- Ericksen. Din 
primele trei relaţii (21) vom arăta că poate fi determinată istoria tensorului lui 
Cauchy - Green în descriere relativă, deci m.i.a.r.c. 

A 1 (x, t) = MT(t) + M(t), 
A2(x, t) = MT(t)A1 (x, t) + A 1 (x, t)M(t), 
A 3 (x, t) = MT(t)A2(x, t) + A 2(x, t)M(t). 
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Presupunem prin absurd ca mai există un NI ( t) astfel încât să fie verificate 
relaţiile (22) 

A 1(x, t) = MT(t) + M(t), 
A2 (x, t) = MT(t)A1 (x, t) + A1(x, t)M(t), 
A 3 (x, t) = MT(t)A2 (x, t) + A 2 (x, t)M(t). 

( 4.23) 

1n continuare nu vom mai menţiona x şi t, pentru simplificarea relaţiilor. Din 
primele relaţii (22) şi (23) rezultă , pe de o parte, că 

MT + M = Mr + M, {::::::::> {M}8 = {M}8 . 

Pe de altă parte, vom introduce notaţiile 

M = {M}5 + {M}A = 1A1 + {M}A, M - M = W E Asim, 

( 4.24) 

M = {M} 5 + {M}A = tA1 + {M}A. 

Din al doilea rând de relaţii (22) şi (23) avem 

ln mod analog din cel de-al treilea grup de relaţii (22) şi (23), împreună cu 
(24), obţinem 

1n final am arătat că sunt satisfăcute următoarele relaţii 

(4.25) 

unde M - M = W E Asini, A1 , A2 E Sim. 

Fie { ei} iE{l,3}, bază ortonormată formată din vectorii proprii ai tensorului simetric 
A 1. Reprezentările matriciale pentru A 1 E Sim şi W E Asim în baza menţionată 
vor fi scrise sub forma 

( 

a O O) 
[Ai)= O b O , 

0 0 C 

Dintr-un calcul direct rezultă 

( 

O bx 
[WAi] = -ax O 

-ay -bz 

[W) = ( -~ ~ ~ ) . 
-y -z o 

(4.26) 

ay) 
~z . ( 4.27) 
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Deci, rezultă că, relaţi2.. (2.S)i, A 1W .:.-c '\YA1 , este •xhivalentă cu sistemul 

(a - b)x = O, (a - c)y = O, (b- c)z = O. (4.28) 

Avem de considerat următoarele trei cazuri posibile, după valorile proprii ale 
tensorului A 1 : 

caz 1.: a =J b =J c -:J a , 

caz 2.: a= b -:J c , 

caz 3.: a= b = c . 

In cazul 1. rezultă x = y = z = O <==} W = O. 

Astfel dacă valorile proprii ale lui A 1 sunt distincte, atunci din (28) avem 
unicitate, în sensul că M = M. 

Incazul2. rezultăy=z=0, deci W=x(e1 ®e2 -e2 ®e1) şi M=M+W. 
Cunoaştem reprezentarea lui W în baza vectorilor proprii ai lui A1 , iar pe A 2 , 

în aceeaşi bază îl scriem sub forma 

Din calcul direct avem 

[WA2) = -xa11 -xa12 -xa13 , [A2W) = -xa22 xa12 O (4.29) 
( 

xa12 xa22 xa23 ) (-xa12 xa11 O ) 

O O O -xa23 xa13 O 

Astfel din (29) deducem că relaţia (25)2 este echivalentă cu sistemul 

Deoarece x E R este arbitrar, avem a12 = a13 = a 23 = O, au = a22- Rezultă că 

A 2 are aceiaşi vectori proprii ca A 1 , admiţând reprezentarea 

ln continuare, vom demonstra că în cazul 2. au loc următoarele relaţii între 
tensorii Rivlin - Ericksen : A2 =A~, A3 = Ai-

Revenim cu informaţiile astfel obţinute în relaţiile (22), care definesc recurent 
tensorii Rivlin - Ericksen. Obţinem 

1 -r 1 - 2 - -
A2 = (2A1 + W) A1 + A1(2A1 + W) = A1 -WA1 + A1W, 

( 4.30) 
1 -

M= 2A 1 +W, 
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unde W = {M}A E Asirn. Vom nu\,., cu i, y, z, elementele lui W, într-o 
reprezentare similară cu aceea. pentru W. ln baza vectorilor proprii ai lui A 1 

reprezentăm relaţia (30) şi obţinem egalitatea 

( 

a 11 O O ) ( a
2 

O 
O an O = O a 2 

O O a33 O O 

o) ( o o + o 
c2 ( a - c)y 

O (a-c)y) 
O (a - c)z 4.31) 

(a - c)z o 
Egalitatea scrisă în (31) are loc, dacă şi numai dacă 

an=a2, a33 =c2, (a-c)y=O, (a-c)z=O, cua=f-c, 

ceea ce este echivalent cu 

Am dedus astfel că 

( 
o i o) 

[W] = -x o o . 
o o o 

Revenim în ultima relaţie din (22) şi găsim 

1 -
M = 2A 1 +W, 

1 ~T2 21 - 3 - 2 2~ 
A3 = (2A1 + W) A1 + A1( 2A1 + W) = A1 - WA1 + A1W. 

Reprezentăm pe componente egalitatea anterioară, din care vom deduce forma 
matricială de reprezentare a lui A~1 în baza vectorilor proprii ai lui A 1 . 

o o) 
a3 O 

' O c3 

( 4.32) 

adică A3 = Al. 

Vom demonstra acum că MTM = MM'i', pc baza egalităţii 

( 

O ax 

[WAi] = -a~ ~ ( 4.33) 

şi folosind expresiile 

1 2 1 - - ~2 
=-Al+ -(A1W - WA1) - W , 

4 2 ' 
( 4.34) 

1 - l -
MMT = (2A1 + W)(2A1 - W) 
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CTP,dWf'. 1)e b;;z;:i. ±ornrnlPi (30)2. 

Deorece MT şi M permută, prin reintroducerea momentului de timp t, 
rezultă că 

C!(x, s) = exp(-sMT(t)) exp(-sM(t)) = exp(-sA1(t)). 

- 1 - -
In cazul 3. rezultă că M - M = W şi M = 2 A1 + W, cu W şi W arbitrare 

în Asim, dar 

Evident ca MT şi M permută, vezi formula (34). Prin urmare folosind relaţia 
(19), din condiţia (C.11), obţinem că 

C!(x,s) = exp(-sMT(t)) exp(-sM(t)) = exp(-sA1 (t)) = exp(-as)I 

Concluzie. Cadrul constitutiv adecvat descrierii mişcărilor cu istoria alun
girilor relative constantă este clasa materialelor Rivlin - Ericksen de ordinul 3 
( având în vedere rezultatul din lema lui Wang (1965] ). 

4.2 Mişcări vâscometrice 

4.2.1 Definiţia mişcării vâscometrice 

Definiţia 2. O mişcare x este o mişcare vâscometrică ( în X E B) dacă 
este o mişcare cu istoria alungirilor relative constantă (în X E B ), caracterizată 
printr-o transformare N E Lin, cu N- ni/potent de ordinul doi; deci dacă admite 
o reprezentare de forma (2), cu N 2 = O. 

4.2.2 Existenţa bazei canonice 

Vom considera clasa mişcărilor vâ.scometrice şi vom demonstra că pentru 
fiecare mişcare vâscometrică se poate determina o bază în care matricea de 
reprezentare a N- ului caracteristic mişcării este aceeaşi, având un singur ele
ment nenul. Demonsi:.răm următoarea 

Lema 2. Fie N E Lin, cu I N I= 1 şi N 2 = O. 

Există o bază ortonormată, notată {ei} iE {1,3}, astfel încât matricea de reprezen
tare a lui N în această bază să fie de forma 

( 
o o o) 

(N] = 1 O O . 
o o o 

Demonstraţie. Fie următoarele subspaţii vectoriale ale lui V 
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Ker (N) = {v EV I Nv = O}, 

'R(N) = { V E V I :3 u E V : Nu = V} 

Deoarece N este nilpotent de ordinul doi rezultă că 

N('R( N)) = {O}, şi deci 'R( N) c Ker (N), ( 4.35) 

Vom demonstra că dim Ker (N) = 2 . Presupunem pentru aceasta, prin absurd, 
că dim Ker (N) = O, sau 1. Dacă dim Ker (N) = O rezultă că N este injectivă , 
iar din N 2u = O, Vu E V rezultă Nu= O, şi deci u = O, ceea ce este absurd, 
având în vedere că u E V era arbitrar şi deci N = O. 

Dacă dim Ker (N) = 1, atunci vom arăta că dim'R(N) = 1. Dar din relaţia 
(35) rezultă că dim'R(N) = O sau 1. 

Presupunem prin absurd că dim 'R(N) = O, deci Nu = O, Vu E V. 
Astfel rezultă că dim Ker (N) = 3, ceea ce contrazice ipoteza admisă ( că dim 
Ker (N) = 1). 

A rezultat astfel că singura posibilitate este ca dim 'R(N) = 1. 

Notăm cu {ui}i=l,3 o bază a lui V astfel încât Sp{ u 1 } = 'R(N) = Ker(N), 
iar 

Se obţine din nou o contradicţie, deoarece { ui} i=l,3 sunt liniari independenţi . 

Dacă dimKer(N) = 2 atunci există e1 E V cu Ne1 -/- O şi e1 • v = O 
pentru orice v E Ker(N). 

atunci e2 E Ker (N), 

Rezultă că e2 · e1 = O. Fie e3 E Ker (N) astfel încăt e3 · e2 = O. 

Astfel s-a construit baza ortonormată {ei}i=l,J în care Ne2 = Ne3 = O, iar 
Ne1 = ke2 cu k =I Ne1 I . Rezultă că singurul element nenul în reprezentarea 
lui N, în această bază, este e2 · Ne1 = k, iar k = l deoarece I NI= 1. Astfel 
am demonstrat că are loc reprezentarea din enunţ. 

Dacă dim Ker N = 3 atunci N = O şi astfel este contrazisă ipoteza I N I= 1. 
Astfel singurul caz posibil este cel prezentat anterior. 

Baza construită în această Iernă se va numi baza canonică şi va avea un rol 
esenţial în reprezentările ulterioare. 

Incheiem cu următoarea 

Propoziţie 2. Orice mişcare vâscometrică este incompresibilă. 
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Demonstraţie. Această afirmaţie se obţine c,1 o consecinţă a afirmaţiei ( vezi 
Ex. 7 , din paragraful 4.9) : o m.i.a.r.c. este incompresibilă dacă şi numai dacă 
tr (,cN) = O. Ca o consecinţă a Lemei 2., rezultă că tr(N) = O, într-o mişcare 
vâscometrică. 

4.3 Starea de tensiune într-un fluid 
su pus la o mi§care vâscometrică 

4.3.1 Teorema de caracterizare a stării de tensiune într-un fluid 
supus la o mi§care vâscometrică 

Vom prezenta o teoremă datorată lui Noll [1962], prin care starea de tensiune 
într-un fluid (în sensul lui Noll) supus la o mişcare vâscometrică se exprimă (mai 
puţin un tensor sferic) prin intermediul a trei funcţii, numite funcţii vâscometrice. 
Aceste funcţii se definesc în mod unic prin intermediul funcţiilor constitutive ale 
fluidului considerat. 

Teorema 2. Fie B corp constituit dintr-un fluid în X E 8, supus la o 
mişcare vâscometrică. Fie ( N, K) E Lin x R- setul care caracterizează mişcarea 
vâ.scometrică, cu N 2 = O şi I N I= 1. Atunci 

i) Există trei funcţii cu valori reale, notate o-1(,c), o-1(,c), şi r(,c) astfel încât 
starea de tensiune în particula X E 8 la momentul t să se reprezinte sub forma 

( 4.36) 

ii) Semnificaţia mecanică a funcţiilor vâscometrice este conţinută în formulele 

( 4.37) 

unde am folosit. notaţiile Tij = ei·Tej, pentru componentele tensorului de tensiune 
în baza canonică asociată lui N. 

Observaţia 1. Funcţia p(x, t) rămâne nedeterminată, fiind de tip presiune 
hidrostatică. Prezenţa ei în model este impusă de faptul că suntem în cazul 
mişcărilor incompresibile ( vezi paragraful 2.) şi deci conform principiului deter
minismului modificat starea de tensiune este detrminată constitutiv mai puţin un 
tensor sferic. 

Observaţia 2. ln teorema de reprezentare a stării de tensiune poate fi utilizat 
orice N care caracterizează mişcarea vâscometrică. 

Propoziţia 3. Starea de tensiune în fluidul supus la o mişcare vâscometrică 
poate fi reprezentată sub forma 
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unde K =I M lf- O. 

Demonstraţie. Considerăm reprezentarea constitutivă a fluidului ( în sensul 
lui Noll) dată în 2.6.1 sub forma 

T(x,t) = -p(p)l+R(C;(-),p), cu proprietăţile 

R(It,p)=O, (4.39) 

R(QC!(·)QT,p) = QR(C!(·),p)QT, VQ E Ort. 

Deoarece prin definiţie orice mişcare vâscometrică este o m.i.a.r.c. putem folosi 
reprezentarea tensorului lui Cauchy- Green în descrierea relativă, dată în ( 1) 

C!(s) = Q(t)exp(-sKNT) exp(-sKN)QT(t), pentru orice s ~ O. 

Pe de altă parte, orice mişcare vâscometrică este incompresibilă, şi prin urmare, 
principiul determinismului modificat (Teo~ema 5 din paragraful 2.3 ), aplicat 
reprezentării constitutive pentru fluid (39) ne conduce la o reprezentare de forma 

T(x,t) = -_p(x,~)l+'R(CH·)), cu proprietăţile 

Inlocuind în reprezentarea anterioară expresia ( 1) pentru mişcări vâ.scometrice 
rezultă 

T(x, t) = -p(x, t)I + 'R( exp(- • MT(t)) exp(- • M(t))), (4.40) 

dacă am utilizat notaţia din (16). Construim funcţia 

g : 'D9 c Lin --+ Sim 

g(M) = 'R( exp(- · MT) exp(- · M)) E Sim 

Arătăm că aceasta are proprietăţile 

(4.41) 

a) g este izotropă: g(QMQT) = Qg(M)QT VQ E Ort, VM E V 9 ; 

b) g(O) = O. 

Să demonstrăm cele două proprietăţi. Pentru aceasta reamintim că 

exp(-sQMQT) = Qexp(-sM)QT, VQ E Ort, deci 

exp(-sQMTQT) exp(-sQMQT) = Qexp(-sMT) QTQexp(-sM)QT. 

Utilizăm proprietăţile de izotropie ale operatorului 'R( ·) : 

'R( Qexp( - · MT) exp( - · M)QT) = Q'R ( exp( - · MT) exp( - · M) )QT, 

114 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



scrisă pentru VQ E Ort şi p('utru o formă particulară a istoriei tensc ului Cauchy 
- Green în mişcarea relativă. Ultima egalitate ne conduce la proprietatea de 
izotropie a funcţiei g, proprietatea a). 

b) Dacă M = O este introdus în 

C!(·) = exp(- · MT(t)) exp(- · M(t)) atunci C!(s) =I= It(s) Vs 2: O. 

Astfel din proprietăţile operatorului constitutiv şi din definiţia funcţiei g , rezultă 

1n concluzie am obţinut pentru starea de tensiune următoarea reprezentare 

T(x, t) = -p(x, t)I + g(M(t)), cu proprietăţile 

a) g(QM(t)QT) = Qg(M(t))QT, VQ E Ort, ( 4.42) 

b) g(O) = O, 

trecând de la operatorul constitutiv, cu valorile calculate pe istoriile particulare 
asociate m.i.a.r.c., la funcţia g, prin formulele ( 40), ( 41 ). 

Folosind izotropia funcţiei g vom arăta că pentru M -=I- O , 

( 4.43) 

unde M = 11:N, K =IM I şi deci I N I= 1. 

Dacă M = O atunci din proprietatea b) a funcţiei g avem g(O) = O ş1 m 
mod evident are loc egalitatea anterioară. 

Dacă M =J O atunci demonstrarea formulei ( 43) se face după cum urmează. 

Deoarece N este nilpotent de ordinul doi, de norma 1, folosim lema 2. şi prin 
urmare punem în evidenţă baza canonică. 

Considerăm transformarea ortogonală : Q0 E Ort, care se reprezintă în baza 
canonică asociată lui N prin 

Să observăm că [Q0MQi·] = [M], care se obţine din calculul direct 

cu remarca [M] = 11:[N]. 
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Pentru acest Q0 ) Jin proprietatea de izotropie, rezultă că 

( 4.44) 

ln baza canonică vom nota prin 9ij = e;·g(M)ej elementele matricii [g(M)] E Sim 
şi vom scrie în baza canonică egalitatea anterioară, ( 44). Efectuând înmulţirea 
matricelor găsim 

( 

911 912 913 ) 

921 922 923 

931 932 933 

( 4.45) 

Din ultima egalitate rezultă că 913 = O ş1 923 = O. Astfel matricea [g(M)] 
va avea forma 

o ) o . 
933 

Arătăm că. funcţia g este independentă de M E Lin, ea va depinde numai de 
I M I= K. Altfel exprimat 

g(M) = g(I M I) 

Fie M si M ambele nenule, cu M 2 = M2 = O şi I M l=I M I= K. 

Există bazele canonice asociate transformărilor M si M, notate prin { ei} iE{l,3}, 

şi respectiv { fi} iE{l,3} şi au loc următoarele formule de reprezentare în bazele 
corespunzătoare 

Pe de alta parte rezultă că există Q E Ort astfel încât Qfi = ei, pentru 
j E {1,3}. 

Ca o consecinţă a izotropiei funcţiei g au loc următoarele egalităţi 
- -r - -r 

ei· Me1 =fi· Mfj = Q e; · MQ ej, sau 

Şl 

-T - - -
=fi· g(Q MQ)fi =fi· g(M)fi Vi,j E 1, 3 

Fie un M fixat, cu proprietăţile menţionate şi I M I= K, atunci folosind 
reprezentarea găsită pentru g(M) avem 

g(M) = 911(K)e1 0 e1 + 912(1e)(e1 ® e2 + e2 ® ei)+ 
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Notăm cu 

care introduse în reprezentarea anterioară conduc la 

dacă•ţinem seama că I= e1 ® e 1 + e 1 ® e1 + e3 ® e3. Din Propoziţia 1. K E R. 

Folosim reprezentările în baza canonică pentru N = ( 1 / K) M şi obţinem că 

( 
1 O O) 

[NTN] = o o o 
o o o ( 

o o o) 
NNT = O 1 O . 

o o o 

Rezultă astfel că au loc egalităţile între aplicaţiile liniare menţionate 

N = e 2 ® ei, NT= e1 ® e2, NTN = e1 ® ei, NNT = e2 ® e2. (4.47) 

Dacă ţinem seama de (47) în (46) obţinem din (42) formula de reprezentare a 
stării de tensiune (36), în care s-a notat -p = 933(11:) - p. 

ii) Formulele (37) se pot obţine direct din reprezentarea (36), dacă se utilizează 
relaţiile ( 4 7) care descriu reprezentările, în baza canonică a tensorilor ce intervin 
în membrul drept al relaţiei (36). 

Observaţia 3. Funcţiile vâscometrice introduse în teorema lui Noll admit 
reprezentările (37) prin componentele tensorului de tensiune în baza canonică 
asociată tensorului caracteristic al mişcării vâscometrice. Prin urmare funcţiile 
vâscometrice Uj, cu j E {1.2}, au semnificaţie mecanică de diferenţe ale tensiu
nilor normale, iar funcţia vâscometrică T reprezintă o tensiune de forfecare. De 
aici decurg denumirile acestora. 

Funcţiile vâscometrice ui( · )- se numesc funcţii vâscometrice normale, iar 
funcţia v âscometrică T ( ·) se numeşte funcţie vâscometrică de forfecare. Tensiunea 
de forfecare este egală cu componenta vectorului de tensiune care acţionează pe 
un element de suprafaţă de normală e1 în direcţia e2 • 

Scalarul K se numeşte viteză de forfecare, ceea ce se justifică atât prin dimen
siunea fizică de viteză, cât şi prin semnificaţia ei. Câteva consideraţii pe această 
temă. vor fi făcute în paragraful 4.4.2, în care se analizează mişcarea staţionară. 
de forfecare. 

4.3.2 Proprietăţi ale funcţiilor vâscometrice 

Propoziţia 4. Funcţiile vâscometrice introduse în teorema de reprezentare 
(36) au următoarele proprietăţi 
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Deci funcţiile vâscometrice normctle sunt pare, iar funcţia vâscometrica de forfe
care este impară. 

Demonstraţie. Fie N dat. Să considerăm Q1 E Ort, reprezentat în baza 
canonică a lui N prin matricea 

Printr-un calcul direct rezultă că 

Pe de altă parte 

o ) o . 
933 

Folosim din nou proprietatea de izotropie a funcţiei g, scrisă în ( 42) şi utilizăm 

proprietatea menţionată pentru compunerea cu Q1 a transformării N. Rezultă 

( 4.48) 

Rescriem egalitatea din ( 48) prin intermediul reprezentării ( 46). Membrul stâng 
devine 

unde s-a folosit transformarea pentru g(x:N) prin compunere cu Q1 . Membrul 
drept rezultă egal cu 

dacă în ( 46) am folosit perechea ( -/'i,, N). Afirmaţia din enunţul propoziţiei se 
obţine din ( 48), împreună cu formulele anterioare. 

Observaţia 4. Dacă acceptăm că funcţiile vâscometrice sunt netede, prin 
dezvoltări în serie în vecinătatea lui K = O, obţinem 

Vom presupune în cele ce urmează că 

K -----+ T( K) este inversabila 

şi vom defini funcţiile 
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nmni::e funcţii vâscometricc normale modificate. Aceste funcţii vor fi folosite 
curent în paragraful 4. al prezentului capitol. 

Observaţia 5. Sunt utilizate în literatură şi alte reprezentări pentru funcţiile 
văscometrice, ca de exemplu 

77(,c) = r(,c) 
K, 

cu proprităţile, 

77(-,c) = 77(,c), :l lim 77(,c) = µo. 
it--+O . 

77(,c) se numeşte vâscozitate de forfecare, sau funcţiile văscometrice reduse V(K), 
Ni (I<), N2 (K), care sunt funcţii adimensionale, pare, de variabilă adimensională 

unde K = s0 ,c, Mărimile µ0 şi s0 se numesc vâscozitate naturală şi respectiv 
timp caracteristic ( natural) . 

Constantele de material introduse au următoarele dimensiuni fizice 

Astfel proprietăţile vâscometrice ale fluidelor sunt complet specificate prin 
cunoaşterea cantităţilor : 

l. Vâscozitatea naturală µ0 • 

2. Timpul caracteristic natural s0 • 

3. Funcţiile vâscometrice reduse V(K), Ni(K), N2(K). 

Aşa cum remarca Truesdell, există o infinitate de modalităţi de definire a 
constantelor de material, dar se pot introduce unele care să admită un suport 
experimental. Truesdell [1964] introduce funcţia de timp caracteristic natural 
s(K), ca fiind o măsură a importanţei relative a tensiunilor normale şi a celor de 
forfecare şi care să se anuleze pentru acele fluide, şi numai pentru acelea, pentru 
care nu există efecte ale tensiunilor normale, pe mişcări vâscometrice 

(4.52) 

µo= 17(0), So= s(O) 

Funcţiile V, Ni, N2 rezultă că sunt supuse la restricţiile 

V(O) = 1, Nf(O) + NJ(O) = 1, 

119 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



care se deduc din definiţiile anterioare. 

Observaţia 6. Cazul fluidului liniar vâscos, în care nu există. efecte ale 
tensiunilor normale corespunde următoarelor reprezentări 

Date de natură experimentală privind valorile funcţiilor vâscometrice pot fi 
găsite în Coleman, Markovitz, Noll [1966], Larson [1989]. ln Fig. 4.1 şi 4.2 sunt 
date gr~ficele pentru funcţiile vâscometrice ale unei soluţii de poliizobutilenâ în 
cetan ( _soluţie des folosită în literatură pentru exemplificări, graficele fiind fă.cute 
după Coleman, Markovitz, Noll [19R6] ). 

,-, ,., 
flo 
V 

î 
-a ,.,o 
'-t
i,..J 

r log!)( I sec. -l] 

-,." -o.5 o l,.O 

Fig. 4.1 Fig. 4.2 

4.4 Exemple de mişcări vâscometrice 

Mişcările vâscometrice concrete ( sau particulare) sunt introduse prin inter
mediul câmpului de viteze în particula X E B la fiecare moment de timp. Sunt 
definite componentele contravariante ale vitezei în sisteme curbilinii de coordo
nate. 

In prezentarea exemplelor vom urmări, în acest paragraf, numai aspectele 
cinematice, punând în evidenţă următoarele elemente 

a) Definirea câmpului de viteze în bazele locale specifice, 

b) Construirea mişcării că.reia i se asociază câmpul de viteze menţionat, 

c) Demostrarea faptului că mişcările considerate sunt vâscometrice. 

Vom prezenta următoarele mişcări 

1. mişcarea stafionară de J01jecare în paragraful 4.4.2; 
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2. mişca1·ea elicoidală În cazul general, îu pa,,1graful 4.4.3; 

3. mişcarea staJionară de torsiune în paragraful 4.4.4; 

4. mişcarea Couette şi respectiv mişcarea Poiseuille vor fi obţinute prin par
ticula.rizări specifice din mişcarea elicoidală, dar vom prezenta în detaliu dinamica 
acestora în paragrafele 4.6.2 şi 4.6.3; 

5. mişcarea de tip con - placă va fi prczcutat,i. sub forn1rt de probleme propuse 
în paragraful de exerciţii. 

In wimul paragraf vom discuta formulele generale de cinematică care vor fi 
utilizate în cazurile concrete de mişcări vâscomet.rice. 

4.4.1 Elemente generale de cinematică, aplicate în 
descrierea mişcărilor vâscometrice. 

Vom nota prin x = x(X, t) şi respectiv y = x(X, T) poziţiile particulei X, la 
momentele de timp t şi, respectiv, T. Considerăm, într-o bază carteziană fixată, 
coordonatele lui x şi respectiv y, notate prin {xi};E{l,J} şi { yi};e{U} , iar 
coordonatele curbilinii corespunzătoare vor fi notate { qi} iE{U} şi { e Le{U} . 

Considerăm deci ( vezi Fig. 4.3 ) 

x = x(X, t); 

y = x(X,T); {f Le{U} ---+ {eiLe{U} bijectivă, nesingulară, 

regulate, de clasă C 2
• 

Fig. 4.3 

Definim bazele locale în x E 8 1- configuraţia corpului la momentul t., consi
derată drept configuraţie iniţială într-o descriere relativă a mişcării şi respect.iv în 
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y E BT- configuraţia <:orpului la moment.111 r, configura,ţia curentă: { ei(t)} iE0,3} 

şi respectiv {ei(-r)}iE{I,J}' prin 

( 4.53) 

Utilizăm notaţiile standard pentru bazele reciproce ale bazelor locale definite 
mai sus, la momentul r, 

( 4.54) 

şi în mod similar pentru baza reciprocă la momentul t. 

Tensorul metric, corespunzător sistemelor curbilinii introduse, este caracteri
zat prin matricea 

( 4.55) 

la momentul T şi în mod similar la momentul t. Notăm matricea inversă la 
momentul r şi respectiv t prin 

( 4.56) 

Bazele fizice asociate bazelor locale sunt definite, la momentele de timp menţio
nate, prin 

( 4.57) 

pentru i, j E {l, 3}. Nu se face nici o sumare în relaţiile anterioare. 

Vom utiliza descrierea relativă a mişcării pentru a construi traiectoria parti
culei materiale X, pornind de la câmpul de viteze descris în sistemele curbilinii 
de coordonate. 

Mişcarea relativă este definită prin formula ( 1.4 7-) 

Xt(·,r): Bt--+ BT; y = Xi(x,r), 

iar pentru T = t avem y = x . 

Gradientul mişcării relative se defineşte prin for.ip.ula (1.48) 

Propoziţia 5. i) In bazele locale asociate au loc formulele 

::::} 
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ii) D.:că. bazele localt: sunt ortogonale, la orice moment T, ( Jeci ;i la momentul 
t ) atunci 

unde 

( 4.60) 

Menţionăm că matricea care defineşte metrica, în acest caz, la momentul r are 
elem~ntele nediagonale nule. 

Demonstraţie. i) Folosim definiţiile bazei locale (53) şi a gradientului în 
mişcarea relativă (58) şi obţinem 

ax ay 
Ft(X, r)ei(t) = Vxxt(x, r)[-a .] =-a. = 

q' q' 

Utilizând acum proiecţia pe bază şi pe baza reciprocă la momentul r avem 

De aici rezultă reprezentările în bazele menţionate prin formulele (58), conform 
formulelor din A 1. 

ii) Introducem transformarea ortogonală Qt(r) care pune în corespondenţă 
elementele celor două baze fizice, ortogonale şi folosind (57) rezultă 

Introducem ultima relaţie în (59) şi trecînd de asemenea la baza fizică la momentul 
t avem 

Aici indicele k este de sumare, în timp ce j şi i sunt fixate, nesumându-se după 
Z ŞI J. 

O formă echivalentă cu cele de mai sus este 

(!), 

din care rezultă formula (60) prin trecerea la reprezentarea tensorială, ţinând 
seama că bazele fizice asociate bazelor locale ortogonale şi reciprocelor lor coincid. 
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Consecinţa 2. Prin particularizarea momentului l. ca fiind momentul iniţial, 
din (60) avem 

a~k 9kj(T) 
F0 (x,r) = Qo(r)Ţ----;::===e<i>(O) 0 e<i>(O). (4.61) 

q' ✓9jj(T)9ii(O) 

Propoziţia 6. In baza locală câmpul de viteze la momentul curent T şi respectiv 
la momentul t se reprezintă prin 

( 4.62) 

Deci ik şi c/ reprezintă componentele contravariante ale vitezei în bazele locale 
de la momentele r si t. 

Demonstraţie Pornim de la formula (1.52) care defineşte viteza în mişcarea 
relativă şi folosim definiţia bazei locale (53) 

4.4.2 Mişcarea staţionară de forfecare 

Definiţia 3. Spunem că mişcarea x este staţionară de forfecare (în particula 
X) dacă, componentele vitezei într-o bază carteziană { ik} kE{l,J} se reprezintă la 
orice moment de timp r prin 

· 1 o y = , · 2 ( 1) y = V y ' ·3 o Y -- . (4.63) 

Propoziţia 7. i) In mişcarea de forfecare simplă traiectoria particulei, care 
la momentul t, ocupă poziţia x este o dreaptă paralelă cu i2 • Particula se mişcă 
cu viteză constantă v(x, t) = v(x1 )i2 • 

ii) Gradientul în mişcarea relativă se reprezintă sub forma 

Ft(X, r) =I+ ( r - t)1eN = exp(( r - t)1eN), \/,c, r E R, 

cu N=i2®Îi deci N 2 =0, INl=l şi K=v'(x1). 

iii) Mişcarea staţionară de forfecare este o mişcare vâscometrică. 

Demonstraţiei) Prin integrarea sistemului diferenţial (63) cu condiţia iniţială 
y(t) = x, rezultă funcţia care descrie mişcarea relativă Xt(x, r) 

y 1(r) = x1, y2(r) = (r - t)v(x1) + x2, y3(r) = x3, 

în sistemul cartezian de coordonate. 

Rezultă imediat din calculul Ft(X, r) = oay\k@ Îj afirmaţiile i), ii). Dacă 
xi 

vom considera în ii) pe t = O, rezultă că mişcarea este vâscometrică, conform 
Definiţiei 2 şi ţinând seama că are loc formula (2). 
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Propo:t.:iţia 8. In mi~carea staţionară de forfecare val,Hile princ;pale nenule 

ale lui D(x, t) sunt egale cu ± ţK, cu notaţia K = v'(x1 ). 
Demonstraţie. Calculăm 

L(x, t) = v'v(x, t) = v'(x1 )b ® ii, D(x, t) = 1v'(x1 )(ii® i2 + h ® i1 ). 

1 
Ecuaţia caracteristică este dată de ,\( ,\ 2 

- ( 2v' ( x1
) )2) = O. Rezultă că valorile 

• 1 
proprii sunt ,\1 = O, -\2,3 = ±2v'(x1 

), de unde afirmaţia făcută. 

Observaţia 6. Remarcăm că baza carteziană coincide cu baza canonica 
asociată tensorului nilpotent de ordinul al doilea, care caracterizează mişcarea 
vâscometrică. De aici decurge o altă semnificaţie fizică : în baza canonică 
mişcarea vâscometrică corespune unei mişcări staţionare de forfecare. 

In baza acestei propoziţii este totodată justificată denumirea de viteză de 
forfecare pentru parametrul real K. 

4.4.3 Mişcarea elicoidală 

Definiţia 4. Spunem ca mişcarea x este elicoidală (în particula X ) dacă 
componentele contravariante ale vitezei în baza locală, corespunzătoare sistemului 
cilindric de coordonate se reprezintă la orice moment de timp T prm 

(4.64) 

Propoziţia 9. i) Mişcarea elicoidală definită cinematic prin (64) este carac
terizată de următoarea reprezentare parametrică a traiectoriei particulei X, care 
la momentul t ocupă poziţia x 

e =q1, e = w(q1)(T - f) + q2, 
e = u(q1 )(r - t) + q3, 

(4.65) 

la momentul t coordonatele curbilinii ale lui x fiind q1 = r, q2 = O, q3 = z. 

ii) Semnificaţia mecanică a celor de mai sus este dată de următoarele 

a) Dacă w(r) şi u(r) =/:- O, traiectoria particulei X este o elice, circulară 
_ u(r) 

dreaptă, aflată pe suprafaţa q1 = r, de pas h = 2;r w(r). In acest caz are loc o 

mişcare elicoidală propriu-zisă. 

b) Dacă w( r) =/:- O şi u( r) = O,: traiectoria este un cerc de rază r pe 
suprafaţa cilindrică q1 = r. Mişcarea, în acest caz, este de tip Couette. 

c) Dacă w(r) = O şi u(r) =/:- O, traiectoria particulei este o dreaptă pe 
suprafaţa cilindrică q1 = r. In acest caz mişcarea este de tip Poiseuille. 
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Demonstraţie. i) Integrăm sistemul diferenţial din (64), cu condiţia iniţială 
asociatălarnornentul r=t, e=q; pentru iE{l,3}, 

~~ = O, ~l: = w(e1), ~~ = u(e1). 

Rezultă formulele (65). 

ii) Sistemul de coodonate curbiliniu considerat în ace.astă mişcare este sis
temul cilindric de coordonate. La momentul T avem relaţiile de legătură intre 
coordon·atele carteziene ale punctului y şi coordonatele curbilinii 

y
1 =e1cose2, y

2 =e1sine2, y3 =e3. (4.66) 

Din (66) şi {65) rezultă reprezentarea parametrică a curbei descrise de par
ticula materială X, identificată prin poziţia ei x, la momentul t fixat, sub 
forma 

i_ i . 1 2 3 y -f(r,t,q,q,q). ( 4.67) 

Aceasta este o curbă care se găseşte pe suprafaţa cilindrică q1 = r. 

Fie două momente r şi r 1 astfel încăt unghiul polar al celor două poziţii, pe 
traiectorie, să. difere prin 21r, 

e2(r) = w(r)(r - t) + () ş1 e2(ri) = e2(r) + 21r = w(r)(r 1 
- t) + 0, 

e3(r) = u(r)(r - t) + z ş1 e3(ri) = u(r)(r1 - t) + z. 

Eliminând pe r 1 rezultă că 

C(r
1

) - C(r) = 271" :~:~ = h, 

dacă w(r) =/: O. Deci este o elice circulară dreaptă pe suprafaţa cilindrică q1 = r. 
ln celelate cazuri rezultatele sunt evidente. Reprezentarea traiectoriei punctului 

Fig. 4.4 
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material In mişcarea eiicoida.la este dată ;n Fig. 4.4. 

Propoziţia 10. Mişcarea elicoidală este o mişcare vâscometrică. Elementele 
caracteristice acestei mişcări vâscometrice (,.;, N), cu N 2 = O, I N I= 1, sunt 

o o o 
rw'(r) 

1;, = Jr2 (w'(r)) 2 + (u'(r))2 , [N)e<i>(O) = o o 
u'(r) 

(4.68) 

o o 
K, 

Demonstraţie. Vectorii bazei locale la momentul t, daţi de (53), sunt 
calculaţi în sistemul cilindric de coordonate, prin 

e1 = :. = ( cos 0, sin 0, 1), e2 = !; = ( cos0, sin0, 1), e3 = (O, O, 1), ( 4.69) 

unde q1 = r, q2 = 0, q3 = z. 

Calculăm din (65) matricea care caracterizează gradientul în mişcarea relativă, 
de forma precizată în (60) 

aek ( 1 o o ) 
â i = w' ( r )( T - t) 1 O , 

q u'(r)(r-t) O 1 
( 4.70) 

Matricele care caracterizează metrica la momentele t ş1 r, definite în (55) , 
în sistemul cilindric de coorrdonate sunt date prin 

(4. 71) 

Considerăm momentul iniţial fixat t = O şi gradientul de deformaţie, din (60) 
poate fi reprezentat sub forma 

( 
1 O O) 

[Qr(r)Fo(x,r)){e<i>(O)} = rw'(r)(r) l o 
u'(r)(r) O 1 

( 4.72) 

Prin calcul direct se verifică că M este nilpotent de ordinul doi. Presupunem 
că M nu este tensorul nul şi calculăm I M I . Definind ,.; =I M I, rezultă 

expresia dată în (68). ,., este nenul în mişcarea elicoidală. 1n continuare definim 
1 

N = IM 
1
M, care va avea forma şi proprietăţile menţionate în (68). 

Trecând la o reprezentare tensorială, din (72) obţinem că 

Q~(r)Fo(x,r)=l+rKN:exp(r1;,N), cu N 2 =0, jNj=l. 
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Propoziţia 11. Relaţia de legătură între baza canonică Ci c:1,sociată lui N, 
în mişcarea elicoidală şi baza fizică e<i>(t) la momentul t, corespunzătoare 
sistemului cilindric de coordonate se exprimă prin 

(4.73) 

rw' ( r) /3 __ u' ( r) , 
a = -- ci + /32 = 1 

K, K, 

Demonstraţie. Singurele elemente nenule în reprezentarea lui N în baza fizică. 
rw'(r). u'(r). • . . 

sunt e<2>(t)-Ne< 1>(t) = -- ş1 e<3>(t)-Ne< 1>(t) = --, iar m baza canomca 
K, K, 

e2 • Ne1 = 1. Prin urmare, deoarece ambele baze sunt ortonormate, rezultă că 
transformarea ortogonală care defineşte trecerea de la o bază la alta se determină. 
printr-o rotaţie în planul (e<2>(t), e<3>(t)), deci având forma menţionată în 
primele relaţii din (73). 

Sistemul pentru determinarea parametrilor o: şi /3, cu expresiile scrise în 
(73) este obţinut din următoarele condiţii 

1 = e2 · Ne1 = o:e<2>(t) · Ne<i>(t) + {3e< 3>(t) · Ne<1>(t), 

4.4.4 Mişcarea staţionară de torsiune 

Definiţia 5. Spunem că mişcarea x este staţionară de torsiune (în particula 
X) dacă componentele contravariante ale vitezei în baza locală, corespunzătoare 
sistemului cilindric de coordonate se reprezintă la orice moment de timp T prm 

( 4. 7 4) 

Printr-un calcul analog celor anterioare pot fi demonstrate următoarele propoziţii 

Propoziţia 12. i) Mişcarea staţionară de torsiune este caracterizată de 
următoarea reprezentare parametrică a traiectoriei particulei X, care la mo
ment ul t ocupă poziţia x : 

e = r, e = w(z)(T - t) + 0, e = Z. 

La momentul t coordonatele curbilinii ale lui x fiind q1 = r, q2 = 0, q3 = z. 

ii) Semnificaţia mecanică a relaţiilor de mai sus este dată de : traiectoria 
particulei este un cerc de rază r pe suprafaţa cilindrică q1 = r, în planul q3 = z. 

iii) Gradientul în mişcarea relativă se reprezintă sub forma 

cu N = e<2> 0 e<3> deci, N 2 = O, I N I= 1 §I "'= rw'(z) 
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: v) ~L~ca.rea sta~ionară de torsiune este o mişcare vâscamdric<i. Haza canonică 
este dată prin e1 = e<3>, e2 = e<2>, e3 = -e<l>· 

Concluzii. Ca şi în cazul mişcării Couette traiectoria pentru o particulă 
materială fixată este un cerc într-un plan perpendicular pe axă şi deci câmpul de 
viteze, tangent la cerc, are componete numai după e2 . 

Spre deosebire de mişcarea Couette componenta vitezei este funcţie de z ş1 

nu de r, iar viteza de forfecare K depinde de z şi de r. 

4.5 Dinamica mişcărilor vâscometrice 

In acest paragraf vom discuta condiţiile de compatibilitate dinamică în cazul 
mişcărilor vâscometrice. 

Am demonstrat În paragraful 3. că starea de tensiune într-un fluid este deter
minată prin intermediul funcţiilor vâscometrice, care depind de viteza de forfecare 
K a mişcării vâscometrice , conform teoremei lui Noll. Prin urmare starea de ten
siune în componente fizice, pe de o parte se exprimă prin funcţiile vâscometrice, 
iar pe de altă parte trebuie să satisfacă ecuaţiile de mişcare pentru a fi soluţia 
unei probleme fizice. Rezultă anumite condiţii de compatibilitate dinamică. 

Starea de tensiune rezultată în cazul mişcărilor vâscometrice este dependentă 
de cinematica impusă şi trebuie să fie astfel încât condiţiile de compatibilitate 
dinamică să fie satisfăcute. 

Urmează deci să considerăm 

- ecuaţiile de mişcare ale lui Cauchy 

divT(x, t) + pb(x, t) = pa(x, t), (4.75) 

într-un domeniu n ocupat de fluidul, care este supus la o mişcare vâscometrică, 
deci cu o cinematică impusă, în care b(x, t) reprezintă forţele rnasice. 

- reprezentarea constitutivă sub forma rezultată din toerema lui Noll, prm 
intermediul funcţiilor vâscomctrice. 

Ne vom plasa din nou într-un cadru constitutiv general, deoarece este necesară 
precizarea formei concrete a funcţiilor vâscometrice. 

Mentionăm că mişcările vâscometrice sunt incompresibile (vezi Propoziţia 2. 
din paragraful 2.2). Din caracterizarea condiţiei de incompresibilitate, formulele 
(1.24), rezultă că p = p(x, t) = po(X) = po. 

4.5.1 Dinamica mişcării staţionare de forfecare 

Ca o consecinţă a faptului că mişcarea staţionară de forfecare, descrisă în 
paragraful 4.2, este o mişcare vâscornetrică rezultă, prin aplicarea teoremei lui 
Noll din paragraful 3.1, următoarea afirmaţie 

Propoziţia 13. ln mişcarea staţionară de forfecare starea de tensiune este 
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caracterizată, în baza canonică; prin intermediul funcţiilor vâscometrice 

unde K = v'(x1
) şi Tij =ii· Ti3. 

Propoziţia 14. In mişcarea staţionară de forfecare starea de tensiune este 
compatibilă cu ecuaJiile de mişcare, în ipoteza forţelor masice derivate din potenţi
alul -p0 'ljJ, dacă şi numai dacă 

T11 = Po"P - ax2 + b, T12 = ax 1 + c, 
T33 = Tn - o-1(x:), T22 = T11 + o-2(K) - o-1(x:), 

cu a, b, c constante, iar câmpul de viteze şi tensiunile sunt legate prin condiJia 
de compatibilitate 

( 4.76) 

Demonstraţie. Din ecuaţiile de mişcare deducem că 

8cp 
8x3 = O, 

unde tp = T33 - Po"P este potenţialul modificat. 

Din ultimele două deducem că, în mod necesar tp = x2 f(x 1
) + h(x1

) deoarece 
T12 este funcţie numai de x 1 în conformitate cu Propoziţia 13. Din prima rezultă 
că f(x 1

) = -a, constantă, având în vedere că T11 - T33 depinde numai de x1 

în baza aceleeaşi propoziţii. Astfel tp = T33 - p0 'ljJ = -ax2 + h(x1 
). Prin integrare 

din prima relaţie avem T11 - T33 + cp = F(x 2
), şi rezultă F(x2

) = -ax2 + b, 
dacă am utilizat forma determinată pentru cp. Deducem forma lui T11 , folosind, 
de data aceasta, definiţia potenţialului modificat cp. Din a doua relaţie deducem 
şi expresia componentei de forfecare a tensorului de tensiune. 

Dacă ţinem seama de relaţiile T12 = T(x:) = ax1 + c, cu x: = v'(x1) atunci, 
din inversabilitatea funcţiei vâscometrice T, rezultă condiţia de compatibilitate 
(76) . 

4.5.2 Dinamica mişcării elicoidale 

Propoziţia 15. i) Legătura între componentele fizice ale tensorului de tensi
une în baza fizică şi funcţiile vâscometrice este dată prin formulele 

( 4. 77) 

în care o, /3, x: sunt funcţii de r definite prin (68) şi (73). 
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ii) Combinaţiile componentelor de tensiune din membrul stâng al relaţiilor 

(77) sunt dependente numai de r. 

Demonstraţie. Cunoscând transformarea ortogonală descrisă prin formulele 
(73), care realizează legătura între cele două baze : { ei} iE{l,J} (baza canonică) şi 
{ e<i>(t)} iE{l,J} (baza fizică la momentul t), putem trece la exprimarea legăturii 
dintre componentele tensorului tensiunii în cele două baze. 

Folosim notaţiile Îi; = ei · Te;, pentru componentele tensorului T în baza 
canonică şi cele tradiţionale ( Trr, Tr8, T8z, Trz, Tzz, T88 ) pentru componentele 
fizice- ale tensorului de tensiune în baza locală asociată sistemului cilindric de 
coordonate. Printr-un calcul direct avem 

în care utilizăm definiţia funcţiilor vâscometrice , introduse prin (37) şi relaţia 

a 2 + /32 = 1. Rezultă formulele (77). 

Teorema 3. i) Starea de tensiune în fluidul supus la o mişcare elicoidală 
satisface ecuaţiile de mişcare ale lui Cauchy dacă şi numai dacă 

J 1~r - T()() J 2 ( ) Trr = Po"P - r dr - p0 rw r dr+ az + d () + g, 

d C --+-
2 r 2 ' 

ar b 
Trz = -- +-. 

2 r 

(4.78) 

ii) Funcţiile care caracterizează mişcarea şi starea de tensiune în fluid trebuie 
să fie astfel încât 

( 4.79) 

✓ ~ d 2 b ar 2 unde ,(r) = (- - -) + (- - -) . 
r 2 2 r 2 

Demonstraţie. i) Ecuaţiile de mişcare în sistemul cilindric de coordonate, 
în cazul incompresibil ( p = p0 ), cu forţele masice derivate dintr-un potenţial 
b = -Vî/J, se scriu sub forma 

( 4.80) 
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1n baza fizică gradien~u.1 potenţialubi se scrie 

In cazul mişcării elicoidale, cu câmpul de viteze descris prin (64), acceleraţia 
în baza fizică este dată prin a(x, t) = -rw2 (r)e<1>(t). 

Dacă introducem potenţialul modificat 

( 4.81) 

şi folosim expresiile pentru V'ljJ şi a în ecuaţiile de mişcare (80), deducem că 

aTre + ! aTee + aTez + 2Tro + ! acp _ O 
ar r a0 a z r r a0 - ' 

aTrz + ! aToz + aTzz + Trz + acp = O. 
ar r a0 az r az 

Daca ţinem seama de Propoziţia 15. ii) ecuaţiile de mişcare se reduc la 

(4.82) 

aTrz + Trz + Bcp = O. 
ar r az 

1n baza formulelor (77) înlocuim derivatele parţiale prin derivata în raport cu 
r în termenii care conţin tensiuni şi atunci, din ultimele relaţii (82), rezultă că 
acp acp 
ao, az sunt funcţii numai de r. Deci 

cp=az+d0+h(r). ( 4.83) 

Prin integrare în raport cu r a primei ecuaţii din (82) rezultă 

J Trr - Toe J 2 ) Trr - Tzz + r dr+ cp + p0 r(w) (r)dr = J(0, z , (4.84) 

adevărată V (r, 0, z) E 'DC R3 . 

Funcţia f(0, z), constantă în raport cur, este determinată prin 

f(0,z) = az + d 0 + g, cu g = const., 
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ţi11â,1d :.wama că variabilele 0, z intervin numai în expre:o:a pot·~nti:iJului modifi
cat, exprimat prin (83) . Din cele de mai sus înlocuite în (84) , împreună cu (81) 
deducem că 

J Trr -Too J 2 Trr + r dr - Po"P + p0 r(w) (r)dr = az + d () + g. 

Ultimele două ecuaţii din (82), împreună cu (83) devin 

Din (86) prin integrare obţinem 

d C 
Tr/J = -- + -2 = O: T(IC), 

2 r 

unde am folosit şi relaţiile (77). 

dTrz Trz --+-=-a. 
dr r 

ar b 
'I', = - - + - = (3 T(IC) rz 2 r - ' 

ii) Deoarece o:2 + /3 2 = 1 din formulele (87) obţinem că 

✓ c d 2 b ar 2 _ T(IC)=(---) +(---) =,(r), 
r 2 2 r 2 

unde am acceptat ipoteza că T(IC) > O pentru IC> O. 

( 4.85) 

( 4.86) 

( 4.87) 

( 4.88) 

ln ipoteza că aplicaţia IC - r(1C) este inversabilă, din (88) rezultă că, 

Folosind din nou relaţiile (87) şi expresiile (73) pentru o: ş1 /3 deducem 

0 
= rw'(r), f3 = u'(r), 

IC IC 

unde IC= T-
1(,(r)). Din relaţiile (90) şi (88) obţinem (79) . 

( 4.89) 

( 4.90) 

Observaţia 7. in acest mod au rezultat formulele de compatibilitate dintre 
funcţiile care caracterizează mişcarea vâscometrică şi funcţia vâscometrică de 
forfecare T. 

Câmpul de viteze, în mişcarea elicoidală poate fi exprimat prin intermediul 
funcţiilor vâscometrice, ca o consecinţă a dinamicii mişcării, prin 

( 4.91) 
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unde -y(r) = 

De remarcat că în reprezentarea (91) apar 6 constante. Vom arăta cum pot fi 
determinate constantele prin condiţiile date pe frontiera domeniului în paragraful 
6.1. 

4.5.3 Dinamica mişcării staţionare de torsiune 

1n paragraful 4.4 am prezentat mişcarea staţionară de torsiune ca o mişcare 
vâscometrică. Reprezentăm tensorul de tensiune corespunzător atât în baza 
canonică (introducând deci funcţiile vâscometrice conform teoremei lui Noll din 
paragraful 3.1), cât şi în baza fizică asociată sistemului cilindric de coordonate, 
specific mişcării de torsiune. Obţinem 

Propoziţia 16. In cazul mişcării staţionare de torsiune legătura între com
ponentele fizice ale tensiunii şi funcţiile vâscometrice se exprimă prin 

Tu - T33 = o-1(ic) = Tzz - Trr, T22 - T33 = o-2(ic) = Too - Trr 

T12 = r(11:) = Toz, T13 =O= -Trz, T23 =O= -Tor 

unde ic= r w'(z). 

In concluzie combinaţiile nenule menţionate în formulele anterioare sunt funcţii 
numai de r, z. Putem obţine următorul rezultat 

Propoziţia 17. Ecuaţiile dinamicii se reduc la 

(4.92) 

unde cp = Tzz - p0 '1jJ- reprezintă potenţialul modificat, dacă am presupus că 
forţele volumice sunt conservative cu potenţialul --,p. 

Am folosit din nou reprezentarea în baza fizică a potenţialului sub forma 
'{'"7 ol, 8'1jJ ( ) 1 8'1jJ ( ) 8'1jJ ( ) • A 1 • 
V 'f/ = ar e<l> t + ;. ao e<2> t + az e<3> t , precum ŞI reprezentarea campu Ul 

de acceleraţii a = -rw2(z)e<1>(t) în mişcarea de torsiune (74). Formulele au 
mai fost utilizate în cazul mişcării elicoidale. 

Teorema 4. i) Starea de tensiune într-un fluid supus la o mişcare staţionară 
de torsiune satisface ecuaţiile de mişcare ale lui Cauchy dacă şi numai dacă 

J (Trr - Too) r 2 
2 = Po1P - r dr+ d 0 - Po 2 w (z) + m(z), 

dz = --+ l(r), 
r 

cp = Tzz -po'tp = d0+ h(r), 
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cu funqiiie m(z), h(r), l(r), arbitrare şi d cc,nstantă. 

ii) Funcţiile care caracterizează mişcarea şi starea de tensiune în fluid trebuie 
să satisfacă condiţia de compatibilitate 

( 4.93) 

Demonstraţie. Din ecuaţiile dinamice (92)2,3 rezultă că c.p = Of ( r) + h(r ), 
care introdusă în prima ne conduce la f'(r) = O, deci f(r) = d, constantă. Astfel 
potenţialul modificat capătă forma menţionată în enunţ. Din a doua ecuaţie 
dinamică obţinem prin integrare forma componentei de forfecare Toz- Aceasta, 
pe de altă parte, se exprimă prin funcţia vâscometrică de forfecare, deci 

T0z = r(11:) = - dz + l(r). Astfel rezultă şi condiţia de compatibilitate (93). 
r 

Din prima ecuaţie (92) obţinem prin integrare în raport cu r 

( 4.94) 

unde c.p = Tzz - p0 '1j; = d () + h(r). lnlocuindu-1 pe c.p prin formula găsită şi 
derivând în raport cu O, rezultă că m(O, z) + d() = -m(z), dacă ţinem seama 
de formulele din Propoziţia 16. lnlocuindu-1 pe_ m(O, z) în (94) şi revenind la 
potenţialul 1/;, se obţine reprezentarea pentru Trr· 

Aceste formule vor fi folosite pentru descrierea mişcării între două discuri. 

4.6. Soluţii exacte pentru mişcarea fluidelor 
Realizarea fizică a unor mişcări vâscometrice 

ln acest paragraf vom prezenta soluţii exacte pentru mişcarea fluidelor, des
crise cinematic prin mişcări vâscometrice. 

Vom discuta conditiile în care se poate realiza din punct de vedere fizic o 
mişcare vâscometrică. Prin realizarea fizică a unei mişcări vâscometrice date, se 
înţelege posibilitatea determinării acesteia ca o soluţie exactă, a unei probleme 
cu date iniţiale şi la limită într-un domeniu dat, pentru o anumită clasă de fluide, 
precizată constitutiv prin forma funcţiilor vâscometrice. Ne plasăm în cadrul con
stitutiv general: starea de tensiune se exprimă prin cele trei funcţii vâscometrice, 
fără a preciza forma concretă. a aceestora prin intermediul funcţiilor constitu
tive. Prin urmare rezultatele vor fi generale, şi prin particularizarea funcţiilor 
vâscometrice, conform cadrului constitutiv de interes, vom obţine soluţiile pro
blemelor puse, pentru diverse materiale. 

Menţionăm că mişcările vâscometrice considerate au fost staţionare, deci câm
purile de viteză din definiţia mişcărilor vâscometrice nu depind explicit de timp. 
Prin urmare la orice moment de timp avem aceeaşi distribuţie de viteze, ceea ce 
implică faptul că, în formularea problemelor condiţiile iniţiale nu joacă nici un 
rol. 
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Deci urmează să considerăm 

- ecuaţiile de mişcare ale lui Cauchy 

divT(x, t) + pb(x, t) = pa(x, t), 

într-un domeniu n ocupat de fluidul, care este supus la o mişcare vâscometrică, 
deci cu o cinematica impusă, 

- reprezentarea constitutivă sub forma rezultată din toerema lui Noll, prin 
intermediul funcţiilor vâscometrice, 

-condiţii pe frontiera domeniului, an : 
Dacă există un perete rigid ~ C an atunci se consideră că fluidul satisface 

condiţia de aderenţă 

unde prin Vr am notat viteza relativă a peretelui rigid cu care este în contact 
fluidul. 

Pe porţiunea din frontiera lui n, care nu este constituită din perete solid se 
introduc condiţii în tensiuni, sau condiţii mixte. 

Observaţia 8. i) Forma domeniului trebuie să fie compatibilă cu forma lini
ilor de curent rezultate din cinematica impusă, pentru a fi consistentă condiţia de 
aderenţă pe peretele solid. Se impun deci condiţii de compatibilitate geometrică. 

ii) Starea de tensiune într-un fluid este determinată prin intermediul funcţiilor 
vâscometrice, care depind de viteza de forfecare K, a mişcării, conform teoremei 
lui Noll din paragraful 3.1. Prin urmare starea de tensiune în componente fizice, 
pe de o parte, se exprimă prin funcţiile vâscometrice, iar pe de altă parte trebuie 
să satisfacă ecuaţiile de mişcare. Rezultă anumite condiţii de compatibilitate 
dinamică. 

iii) Starea de tensiune rezultă determinată prin cinematica impusă, este ast
fel încât condiţiile de compatibilitate dinamică să fie satisfăcute. Tensiunea se 
obţine în general dependentă de un număr de parametrii reali. Parametrii reali 
ai problemei se determină, în principiu, din condiţiile în tensiuni, sau condiţiile 
mixte pe porţiunile.din frontiera lui n, care nu sunt constituite din perete solid. 

Deci, realizarea fizică a unei mişcări vâscometrice presupune satisfacerea si-
multană a unor condiţii de compatibilitate 

- geometrică (între forma pereţilor solizi şi forma liniilor de curent) ; 

- dinamică ( satisfacerea ecuaţiilor de mişcare) ; 

- a datelor pe porţiunile din frontiera domeniului, care nu se reprezintă ca 
pereţi solizi. 
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4.6.1 Mişcarea ( elicoidală ) între doi cilindrii coaxiali 

Mişcarea între doi cilindrii coaxiali a fost analizată pe o clasă specială de 
fluide de tip diferenţial de Rivlin [1956) şi Fredrickson [1960). In cadrul general 
al mişcărilor vâscometrice este prezentată de Coleman, Noll [1959). 

Problema. Se consideră mişcarea unui fluid într-·un domeniu mărginit de 
doi cilindrii coaxiali, de lungime infinită în care suprafeţele rigide, laterale au 
o mişcare de roto - translaţie. Ne punem, în fapt întrebarea firească dacă este 
posibflă descrierea acestei mişcări prin intermediul mişcării elicoidale ? 

Observaţia 9. Presupunerea că mişcarea poate fi descrisă printr-o mişcare 
vâscometrică este în principiu posibilă, deoarece există o compatibilitate geome
trică. Din studiul liniilor de curent în mişcarea elicoidală, Propoziţia 9. din 
paragraful 4.3, a rezultat că acestea sunt compatibile cu un domeniu cu simetrie 
cilindrică. 

Teorema 5. Există o mişcare elicoidală care se realizează în domeniul n 

n = {(r,0,z) I 0 E [0,21r), r E [R1,R2), z E R}, 

astfel încât condiţiile de aderenţă pe suprafaţa laterală, scrise sub forma 

să fie satisfăcute, în ipoteza că pereţii solizi au o mişcare de translaţie cu vitezele 
Ui şi o mişcare de rotaţie în jurul axei de simetrie, cu vitezele unghiulare ni. 
Momentul de torsiune necesar menţinerii în rotaţie relativă a celor doi cilindrii 
este dat. 

Câmpul de viteze în mişcarea elicoidală este descris prin formulele (64) 

m care -y(r) 

încât 

( ) -jr T-
1
(,(s))(b as)d U ur- -------s+1, 

Ri 1 (s) S 2 

(4.95) 

(-M )2 + (-b - ar)2. 1 b d f l Constante e a, se etermină ast e 
21rr2 r 2 

(4.96) 
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cu 

Starea de tensiun:c este definită. prin 

,..,., - p .,. lr u1(,(s)) - a2â-2(,(s))d lr 2( )d + + 
.1 rr - 0'1-' - s - PoSW s s az 9, 

~ s ~ 

b ar 
Trz =-;: - 2 , 

M 
Tre = -

2 2 , Tez = O, 
1rr 

In formulele (97) Uj sunt funcţiile vâscometrice normale modificate, definite în 
(51), iar T este funcţia vâscometrică de forfecare. 

Urmează să demonstrăm că o astfel de mişcarea poate fi determinată prin 
utilizarea rezultatelor obţinute în Teorema 3. din paragraful 5.2, referitoare la 
dinamica mişcării elicoidale. Din prima rela~ie (78) rezultă că Trr este funcţie de 
(r, O, z), multiformă în raport cu 0 ( în sensul că aceluiaşi punct din spaţiul fizic 
i se pot asocia o infinitate de valori pentru componenta Trr, care diferă între ele 
prin 2 k 1r d ), dacă d =/- O. Prin urmare este necesar să considerăm d = O. 

Câmpul de viteze în mişcarea elicoidală este definit (ţinând seama de dinamica 
mişcării elicoidale, prin formulele (79) cu d = O ) numai de trei constante reale 
a, b, c. 

Utilizăm condiţiile de adler~ntă. pe suprafeţele laterale şi găsim 2 relaţii între 
cele trei constante 

Fie mişcarea elicoidală şi starea de tensiune dinamic compatibilă asociată. 
Vom arăta că 

i) In mod necesar componenta după axa de simetrie a momentului rezultant 
al vectorilor de tensiune, raportat la unitatea de lungime şi notat prin M, care 
acţionează într-un punct de pe suprafaţa r = r•, este o constantă, independentă 
de r\ dacă d = O. 
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ii) Legt:.tu:.-a dintre c ~1 A1 este dată de formula 

M 
C = 21r. 

Pentru demonstraţie considerăm un element pe suprafaţa r = r*. Normala 
exterioară este e< 1>(t). Considerăm un punct de pe suprafaţă caracterizat prin 
coordonatele curbilinii ( r*, 0, z). Vectorul de tensiune în. punctul fixat este dat de 

iar momentul rezultant în raport cu polul aflat pe axa de simetrie, în secţiunea 
considerată prin punctul considerat, se calculează prin 

( 4.98) 

Proiectăm relaţia (98) pe axa e<3>(t), axa de simetrie. Ţinem seama de expresia 
componentei de torsiune a tensiunii, Tr6, şi de măsura pe suprafaţă da = rd0dz. 

Rezultă imediat afirmaţiile i) şi expresia constantei c = M. Prin urmare, dacă, 
21r 

condiţia anterioră este adăugată condiţiei de aderenţă a fluidului pe pereţii rigizi, 
din relaţiile (96) obţinem un sistem neliniar pentru determinarea constantelor 
a, b, deoarece c este cunoscut. 

Astfel a fost determinată mişcarea vâscometrică, elicoidală care ia naştere în 
mişcarea fluidului în interiorul celor doi cilindrii coaxiali. 

Observaţia 10. Momentul M introdus în propoziţia anterioară este numit 
moment de torsiune, necesar menJinerii în rotaţie relativă, a celor doi cilindrii. 
Se consideră condiţia globală formulată în (98) cu Me<3> dat. 

4.6.2 Mişcarea Couette într-un domeniu cilindru circular drept 
cu secţiunea coroană circulară 

Problema mişcării Couette între doi cilindrii a fost analizată. pentru clasa flu
idelor Reiner - Rivlin de Rivlin în 1948 şi generalizată. la fluidele de tip diferenţial 
[1956] şi a fost considerată pentru alte modele de Oldroyd [1950].In cadrul general 
al mişcărilor vâscometrice problema a fost rezolvată în Coleman, Noll [1959]. O 
clasă apropiată. de mişcări de acest tip ( mişcări între două. plăci infinite care se 
rotesc relativ) a fost studiată. de Tigoiu [1995,b] şi va fi prezentată în partea a 
doua a lucrării. 

Definiţia 6. Spunem că mişcarea X este de tip Couette (în particula X) dacă, 
componentele contravariante ale vitezei în baza locală., corespunzătoare sistemului 
cilindric de coordonate se reprezintă la orice moment de timp T prm 

ei = Q , e2 = w( e1) , e3 = o. (4.99) 
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In mod cviden~., diP brmul•d(• (ri1) rezultă. că mişcarea CouettP- roaJc ft com:iJ
erată ca un caz particular al mişcării elicoidale, traiectoria particulei fiind un 
cerc, într-un plan perpendi<cular pe axa de simetrie a cilindrului. Prin urmare, 
prin particularizări din forrrnulele deduse în studiul mişcării elicoidale vom obţine 
echivalentele acestora pentrn mi~carea Couette. 

Propoziţia 18. Mişcarea Couette este o mişcare vâscometrică care se obţine, 
din mişcarea elicoidală, prim considerarea valorilor 

o = 1, f3 = O K = rw' ( r), (4.100) 

în ipoteza w'( r) =f. O. 

Demonstraţie. Din formulele (73) rezultă că ,B = O, iar din (66) K =I rw'(r) I, 
deoarece w'(r) =f. O avem, dle exemplu valoarea din (100) pentru w'(r) > O. 

Teorema 6. i) Mişcarea unui fluid între doi cilindrii coaxiali infiniţi, de raze 
Ri, care se rotesc în jurul axei de simetrie cu vitezele unghiulare Oi, 0 2 poate 
fi descrisă printr-o mişcare Couette, pentru care starea de tensiune este descrisă 
prm 

J 
â-1(_!!.._)-â-2(~) J 

21rr2 21rr2 2 Trr = Po"P - r dr - por w (r)dr + g, 

(4.101) 

ii) Mişcarea este caracterizata prin (65) în care u'(r) = O şi 

(4.102) 

Constanta M se determină. din condiţia 

1
R2 T-1( M 2) 

02 - !11 = 21rs ds. 
R1 s 

Demonstraţia decurge din Teorema 5. în care se fac particularizările o= 1, 
/3 = o. 

Din (87) pentru /3 = O obţinem că 

b ar 
Trz = - - - = 0 Vr E [ R1, R2], 

T 2 

ceea ce este echivalent cu a = b = O. d = O rezultă din consideraţiile privind 
existenţa unei stări de tensiune exprimabile prin funcţii uniforme în raport cu 0. 
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Coil~:,;;;.m.de care caracterizează cinematica în mişcarc::a Couttte &ur,L 

a= b = d = O, 
M 

c-- 271". (4.103) 

Formulele (101 ), (102) sunt deduse din (97) şi (95) cu particularizările menţionate. 

4.6.3 Mişcarea Poiseuille printr-o conductă cilindrică 

Vom menţiona definiţia mişcării Poiseuille, independent de mişcarea elicoidală. 
I 

Definiţia 7. Spunem că mişcarea X este de tip Poiseuille (în particula 
X) dacă, componentele contra variante ale vitezei în baza locală, corespunzătoare 
sistemului cilindric de coordonate, se reprezintă la orice moment de timp T prin 

( 4.104) 

ln mod evident, din formulele (64) rezultă că mişcarea Poiseuille poate fi consi
derată un caz particular al mişcării elicoidale, traiectoria particulei fiind o dreaptă 
paralelă cu axa de simetrie a cilindrului. Prin urmare, prin particularizări din 
formulele obţinute în studiul mişcării elicoidale vom obţine echivalentele acestora 
pentru mişcarea Poseuille. Din formulele (73) rezultă 

Propoziţia 19. Mişcarea Poiseuille este o mişcare vâscometrică care se obţine 
din mişcarea elicoidală, prin considerarea valorilor 

o= O, /3 = 1 K = u'(r), ( 4.105) 

în ipoteza u'(r) =J-0. 

Teorema 7. Mişcarea Poiseuille se realizează într-o conductă cilindrică. cir
culară. de rază R, cu lungimea infinită, în care fluidul aderă la peretele rigid. 
Presupunem că. peretele rigid are o mişcare de translaţie cu viteza U în lungul 
axei de simetrie. 

i) Starea de tensiune este dată prin 

• (as) 

1r 0'1 2 . (ar) 
Trr = ----=--ds + az + 9' T99 = Trr - 0'1 -2 l 

o s 

• ar • ar 
Tzz = Trr - 0'1( 2 ) + 0'2( 2 ), TBz =O, 

dacă se neglijează forţele masice. 

ii) Funcţia care caracterizează mişcarea este 

u(r) = iR r_1(a
8

)ds + U. 
r 2 

-ar 
Trz = -2-, 

(4.106) 

( 4.107) 

iii) Dacă se cunoaşte debitul volumic Q constant, care trece printr-o secţiune 
perpendiculară. pe axa conductei, constanta a se determină prin condiţia 

1R as 
Q = 11" s2 

T-
1(-)ds + 11" R2U. 

o 2 
(4.108) 
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Pentru demonstraţie folosim rezultatele dii: Teorema 3. pentru mişcarea 
elicoidală. Să remarcăm că b = O este o condiţie necesară pentru realizarea unei 
mişcări Poiseuille printr-un tub cilindric ( pentru a avea asigurată condiţia ca 
tensiunea dată în (78), deci şi componenta Trz, să fie definită. în toate punctele 
domeniului). In r = O avem o singularitate pentru tensiune, dacă b =/- O. 

r 
Deoarece în (87) considerăm a= O rezultă că c = d = O. Din (88) ;(r) =I a I 2. 
Presupunem că a> O şi din (78) cu (77) deducem formulele (106). Prin integrarea 
în raport cu r a relaţiei (79), rescrisă în mişcarea Poiseuille sub forma 

obţinem formula (107), utilizând şi condiţia 

care defineşte aderenţa fluidului la peretele rigid. 

Debitul volumic printr-o secţiune perpendiculară pe axa tubului se calculează 
prm 

Q = f v. nda, 
Jz=const 

care în ipoteza câmpului de viteze v = u( r) b devine 

Q = 2 1r 1R u(r) rdr. 

(4.109) 

Dacă introducem expresia câmpului de viteze ( 107) şi integrăm prin părţi, rezultă 
expresia (108). 

Observaţia 11. Semnificaţia mecanică. a constantei a este obţinută dirr 
relaţia 

4.6.4 Mişcarea unui fluid între două discuri 

In cadrul constitutiv al fluidelor Reiner - Rivlin problema a fost rezolvată de 
Rivlin [1948], de Truesdell [1952] (în condiţii ceva mai generale), Rivlin [1956] 
a generalizat-o pentru fluide de tip diferenţial, iar o rezolvare prin intermediul 
funcţiilor vâscometrice a fost propusă de Markovitz [1957], Coleman, Noll [1959]. 

Se consideră următoarea Problemă. Fie mişcarea unui fluid între două dis
curi paralele, de raze R, aflate la o distanţă h, care se rotesc cu viteze unghiulare 
n0 , S11 în jurul axei b, fluidul fiind în contact cu aerul pe suprafaţa liberă laterală. 
Ne punem aceeaşi întrebare : poate fi această mişcare descrisă printr-o mişcare 
staţionară de torsiune ? 
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Observaţia 12. Condiţiik pe frontiera domeniului, care exprimă ipoteza de 
aderenţă a fluidului pe discuri, se scriu 

w(O) = !10 , w(h) = !11, ( 4.110) 

iar condiţia pe suprafaţa liberă ~I de contact cu aerul, aflat la o presiune hidro
statică p0 , se scrie 

Ipoteză: Presupunem că are loc o mişcare staţionară de torsiune între cele 
două discuri. Folosim rezultatele de cinematică şi dinamică din paragrafele 4.4 şi 
5.3 pentru determinarea stării de tensiune şi a mişcării de torsiune. 

Propoziţia 20. Mişcarea de torsiune între două discuri este descrisă prin 
câmpul de viteze 

(4.111) 

iar starea de tensiune este dată prin următoarele formule 

Tor= O, Trz = O. 

unde am considerat că suprafaţa liberă este de formă cilindrică, deci r = R, cu 
condiţii de forma 

şi am neglijat forţele masice. 

Demonstraţie. Deoarece câmpul de tensiune trebuie să fie o funcţie definită 
pentru Vr E [O, R], rezultă că Toz (reprezentat în Teorema 4. din paragraful 
5.3 ) nu poate avea o singularitate în r = O. Astfel în formulele din teorema 
menţionată trebuie să considerăm d = O. Condiţia de compatibilitate dinamică 
(93) 

K = rw'(z) = r- 1(l(r)) ==} w(z) = cz + b ş1 K = cr (4.112) 

Folosim condiţiile de aderenţă şi deducem forma câmpului de viteze, w( z), liniar 
în z, scrisă în ( 11 1). 

Introducem în formulele din Teorema 4. d = O, funcţia vâscometrică prin 
intermediul Propoziţiei 16. şi găsim că 

Trr = PoVJ + 2 
ds - po-w2 (z) + m(z). 1r a (c s) r2 

o s 2 
(4.113) 
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Din condiţia pe frontic1ă se dekrmină. funcţia. m( z ), sub formc1, 

R2 
2 1R a2 ( c s) m(z) = -p0 + p0-w (z) - --ds, 

2 0 s 
( 4.114) 

unde au fost neglijate forţele masicc. Rezultatul se obţine imediat. 

Relativ la mişcarea staţionară de forfecare amintim că aceasta este descrisă., 
cie exemplu, în Coleman, Noll [1959] b., Eringen [1960]. 

4. 7. Tensi_uni normale şi efectele lor. Fenomene ne- newtoniene 

Vom prezenta două tipuri de fenomene, care sunt puse în evidenţă experimen
tal, pentru anumite materiale şi care nu au loc dacă experienţele se efectuează cu 
fluide liniar vâscoase. 

Soluţiile puse în evidenţă în mişcarea fluidului între doi cilindrii (mişcarea 
Couette) şi respectiv în tub (mişcarea Poiseuille) au fost obţinute în ipoteza 
că. suprafeţele cilindrice au lungime infinită. Vom considera acum domeniile 
mărginite, dar vom utiliza soluţiile anterioare, care devin soluţii aproximative, 
care diferă de soluţia reală în vecinătatea planelor ce delirniteaza suprafeţele cilin
drice. 

In această. secţiune vom considera două. tipuri de efecte ne-newtoniene : efec
tul Weissenberg şi efectul Meringhton, care sunt datorate prezenţei tensiunilor 
normale, sau prezenţei funcţiilor vâscometrice normale. 

In cele ce urmează. vom urmări prezentarea acestor fenomene aşa cum apare 
în Truesdell, Noll [1965], Colleman, Markovitz, Noll [1966]. Rezultatele sunt 
calitative. 

4.7.1 Efectul Weissenberg 

ln cadrul constitutiv al fluid<elor Reiner - Rivlin o analiză detailată a efectului 
Weissenberg (efect de căţărare) c-1, fost efectuată. de Serrin [1959]. Prezentarea dată. 
de Noll o generalizează pe cea da,torată lui Ericksen [1959] . Acest efect este pus în 
evidenţă. în aparate, în care se re.alizează. mişcări Couette, staţionare. In Truesdell, 
Noll [1965] se menţionează ca Garner şi Nissan, în 1942, au observat fenomenul 
de căţărare a fluidului pe pereţii solizi, iar Weissenberg [1947] a efectuat o serie de 
experienţe sistematice. In Fig. 4L5 b), c) sunt reprezentate efectele ne-newtoniene 
de tip Weissenberg, puse în evidenţă pentru viteze relativ mici şi respectiv mari de 
rotaţie ale cilindrului exterior. I.n imaginile din partea stângă., a), fluidele sunt în 
repaus, în timp ce, în imaginile din dreapta, d), sunt prezentate comportamentele 
fluidelor newtoniene. 
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a) b) c) d) 

Fig. 4.5 

Vom considera mişcarea Couette a unui fluid între doi cilindrii coaxiali din 
paragraful 6.2. Fluidul este în contact cu aerul aflat la o presiune p0 . Tensi
unea normală, pe o suprafaţă a cărei normală este axa de simetrie, este dată de 
Tzz. Conform formulelor (97), menţionate în Teorema 5., dacă neglijăm prezenţa 
forţelor masice, rezultă 

1
r â-1(~)-&2(~) 1r M 

Tzz = - 2
71"

82 2
1r.'l

2 
ds - posw2(s)ds - &1(--2) + g. 

R1 .'l R1 21rr 

Constanta g poate fi determinată din condiJia globală de echilibru a forţelor care 
acţionează pe suprafaţa plană z = z,, de contact a fluidului cu aerul 

l=zr Te<3>da = - l=z, poe<3>da 

( 4.115) 

Definim excesul presiunii atmosferice peste presiunea normală -Tzz exerci
tată de fluid pe suprafaţa liberă 

N = Po - (-Tzz) = Po + Tzz. 

Prin relaţia anterioară a fost defini tă o funcţie de r, pentru V r E ( R1, R2). 
Vom demonstra următoarea proprietate 

Propoziţia 21. i) Fluidul liniar vâscos are proprietatea că N este o funcţie 
descrescătoare de r. 
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ii) Exi~tă fluide de tip Reiner - Rivlin, şi respectiv Ri-✓lin - Ericksen pentru 
care N este o funcţie crescătoare de r. 

Demonstraţie. ln ipoteza că funcţiile vâscometrice sunt regulate obţinem, 
prin derivare în raport cu r, că 

dN 2 ( ) M • 1 ( M ) 1 [ • M ) • ( M ] - = -porw r + -a1 -- + - a1(-- - a2 --) . 
dr 1rr3 21rr2 r 21rr2 21rr2 

i) In cazul fluidului liniar vâscos ( vezi Ex. 16 ), funcţiile vâscometrice normale 
sunt zero, deci a 1 = a 2 = O şi rezultă că 

dN 2 dr= -p0 r(w(r)) < O. 

ii) 1n cazul fluidelor în care funcţiile vâscometrice normale nu sunt zero, se 
pot construi modele astfel încât r---+ N(r) să. nu fie desrescătoare. De exemplu 
în cazul fluidelor Reiner - Rivlin funcţiile vâscometrice normale sunt egale între 
ele, dar nenule ( vezi Ex. 16 ). Pentru ca funcţia să. fie nedescrescătoare este 

necesar ca â1 să fie crescătoare şi astfel încât M
3

â~( M
2

) > p0 rw2(r), pentru 
?rr 21rr 

Concluzie. ln cazul fluidelor linear vâscoase, numite şi newtoniene, pe 
peretele interior, spre deosebire de cel exterior, apă.sarea exercitată de presiunea 
atmosferică este mai mare decât acţiunea fluidului asupra suprafeţei plane. Prin 
urmare fluidul coboară pe peretele interior şi se ridică pe peretele exterior. 

ln cazul fluidelor în care există funcţii vâscometrice normale, nenule este posi
bil să. se producă căţărarea fluidului pe peretele interior. Deci se poate explica 
( calitativ) apariţia efectului Weissenberg În anumite clase de fluide, pe baza unei 
soluţii, exacte pentru domenii infinite, care corespunde unei mişcări vâscometrice. 

4. 7.2 Efectul Merrington 

Efectul Merrington a fost observat experimental de Merrington (1943), Gar
ner, Nissan, Wood între anii 1942- 1946. Existenţa efectului de dilatare sau de 
expansiune a jetului la ieşirea dintr-o conductă., în cadrul constitutiv al fluidelor 
Reiner - Rivlin a fost semnalată pentru prima oară. de Braun şi Reiner (1952]. O 
analiză detaliată a fenomenului de expansiune a fluidului la ieşirea dintr-o con
ductă, numit efect Merrington a fost făcută de Serrin (1959] b., pentru un fluid 
Reiner - Rivlin. 

Vom considera mişcarea Poiseuille printr-o conductă cilindrică de rază R, 
descrisă în paragraful 6.3. Vom presupune ca soluţia descrisă prin intermediul 
mişcărilor vâscometrice, care se realizează în conducte de lungime infinită, este o 
bună aproximaţie pentru tensiunea reală chiar şi la ieşirea dintr-un tub de lungime 
finită. Atunci , dacă z = O este secţiunea la ieşirea din conductă determinăm 
constanta g, din formulele (101) dintr-o condiţie globală de echilibru pentru forţa 

146 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



axială 

(4.116) 

unde p0 este presiunea atmosferică. 

Definim excesul presiunii atmosferice peste presiunea radială -Trr lr=R, 
exercitată de fluid pe suprafaţa laterală, liberă, la ieşire 

Propoziţia 22. i) Din condiţia globală de echilibru (116) rezultă valoarea 
constantei g 

l 1R R 2 + r 2 
ar ar 

g = -po + - [--&1(-) - 2 râ-2(-)]dr 
R2 

0 r 2 2 ' 
(4.117) 

iar valoarea lui P se calculează prin 

(4.118) 

ii) Există fluide ne-newtoniene pentru care P < O sau P > O pentru z = 
O, corespunzător cărora are loc expansiunea sau respectiv sucţiunea fluidului la 
ieşirea din tub. 

Demonstraţie. i) Dintr-un calcul direct, dacă se utilizează reprezentările 
din Teorema 7. în formula (116) şi se integrează prin părţi, se obţine expresia 
constantei g. Cu g determinat din (117) se deduce (118). 

ii) Dacă considerăm z = O în (118) şi dacă presupunem că fluidul nu este 
newtonian, deci 0'1 şi 0"2 sunt nenule, atunci apar ca posibile cazurile menţionate. 
De exemplu în cazul fluidului Reiner - Rivlin o-1 = 0"2 . Dacă în plus o-1 > O, 
atunci are loc expansiunea fluidului la ieşire. 

4.8 Reovâscozimetre 

Aparatele în care se realizează m.i.a.r.c. şi /sau mişcări vâscometrice se 
numesc reovâscozimetre, reometre sau vâscozimetre. Cu ajutorul acestora se 
determină experimental funcţiile vâscometrice. La baza determinărilor experi
mentale stau rezultatele teoretice care au fost puse în evidenţă pentru diferite 
tipuri de mişcări. Formulele teoretice se rescriu în forme convenabile conţinând 
mărimi măsurabile. 

Exemplificăm modalităţi posibile de interpretare a rezultatelor teoretice astfel 
ca acestea să capete semnificaţii experimentale. 

Reovâscozimetrele de tip Weissenberg se compun din doi cilindrii coaxi-

1. fi . d 1 . . A d A 1 1 R2 - Rl fi . d . a 1, su cient e ungi ş1 avan m genera raportu --- su cient e mic. 
R1 
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Cilindrii se găsesc în rotaţie relativă und faţă de celălalt, cu o rotaţie controlată, 
unul din cilindrii fiind în general fix. Rotaţia cilindrului este impusă printr-o 
viteză unghiulară, O constantă, sau printr-un moment, raportat la unitatea de 
lungime, M constant. In reovâscozimetrele de tip Weissenberg se realizează 
mişcări Couette. 

Formula care permite determinarea experimentală a Juncjiilor vâscometrice 
este consecinţa relaţiei (102) 

M 
Cu schimbarea de variabilă --

2 
= y (119) devine 

271" s 

M 

60 = -~ f 2-;fl T-~(y) dy {==} 60 = f(Af). 

21rR/ 

Prin derivare în raport cu R deducem 

( 4.119) 

(4.120) 

(4.121) 

( 4.122) 

In (122) luăm succesiv pe M ca fiind an M şi prin sumare după n de la O la 
N deducem că 

Deoarece Jim an = O, cu ipoteza că T este continuă şi T-
1(0) = O din relaţia 

n-+oo 
de mai sus, prin trecere la limită, rezultă că 

(4.123) 

unde F(M) = 2Md~~). Astfel este posibilă determinarea funcţiei vâscometrice 

T dacă se cunoaşte 60 = 60( M). 

Pentru determinarea funcţiilor v âscometrice normale folosim formulele ( 1 O 1) 
reprezentate sub forma 

(4.124) 
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O hrmulă; r:fcient folosit~ în determină.rile experimefl~a]c pentru fnnr:ţiile vâsc:o
metrice normale, rezultă prin considerarea diferenţelor tensiunilor normale ex
ercitate pe cilindrii exterior şi respectiv interior, exprimată prin (101 h, sub 
forma 

(4.125) 

Când R2 
;

1 
Ri <:ţ: 1 formula (126) poate fi aproximată prin 

iar formula ( 120) prin 

~n ~ R2 - R1 (r-i)( M 
2

)). 

R1 21rR2 
(4.127) 

Ambele formule (126) şi (127) au eroarea de ordinul lui ( R2 
- Ri )2. 
R1 

Reovâ.scozirnetrele în care se realizează o mişcare vâscometrică de tip Poiseuille 
se compun din două. rezervoare care comunică printr-o conductă cilindrică de rază 
R, fluidul trecând dintr-un rezervor într-altul. 

Experimental poate fi măsurat debitul Q, presupus constant, de fluid care 
trece printr-o secţiune perpendiculară pe axa conductei. Pornind de la definiţia 
debitului dată în (109) a rezultat formula (107) în care vom considera viteza de 
translaţie a peretelui U = O. Se poate obţine următoarea formulă 

( 4.128) 

Fie schimbarea de variabilă ra = x în formula (128). Deducem 

1
Ra X2 X 

Q( a) = 7r 3 T-
1 

( - )dx, 
0 a 2 

( 4.129) 

formulă ce dă legătura între debitul volumic şi forţa a, dacă funcţia vâ.scometrică 
este cunoscută.. Prin derivare în raport cu a rezultă formula 

( 4.130) 

care permite determinarea experimentală a funcţiei vâscometrice de forfecare, mai 
precis inversa acesteia, dacă Q(a) este derminat experimental. 

Pentru aceasta este necesar să înţelegem semnificaţia fizică a constantei a, 
pusă în evidenţă în Observaţia 11. din 4.6.3, care defineşte mişcarea de tip 
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Poiseuille printr-o conductă §i care apa.re în formula de calcul a debitului, (129). 
Considerăm valoarea componentei de forfecare (într-o direcţie paralelă cu axa 
conductei) a vectorului de tensiune care acţionează pe suprafaţa laterală. Prin 
urmare experimental poate fi măsurată constanta a, prin măsurarea tensiunii 

tangenţiale de forfecare în lungul peretelui conductei, raportată la lungimea ~ 
Funcţiile vâscometrice normale pot fi de asemenea determinate, dacă avem în 

vedere formulele (106), în care r a fost deja determinată. Se utilizează relaţiile 

(4.131) 

Studii legate de mişcările vâscometrice şi modalităţile de determinare a funcţii
lor vâscometrice, pentru fluide ne-newtoniene sunt prezentate, spre exemplu în 
Coleman, Markovitz, Noll [1966]. 

In lucrările datorate autorilor Astarita, Marrucci [1974], Huilgol [1975], Wal
ters [1975], Huilgol, Phan- Thien [1986] sunt puse în discuţie probleme privind 
efectele de capăt şi de suprafaţă (în cazul existenţei suprafeţelor libere). Sunt 
formulate unele probleme de mişcări vâscometrice perturbate şi sunt prezentate 
chestiuni privind stabilitatea, ca şi unele rezultate de existenţă şi unicitate. 

4.9 Exerciţii şi probleme 

1. Arătaţi că funcţia exponenţială are următoarele proprietăţi (folosind, de 
exemplu, ecuaţiile diferenţiale ale căror soluţii sunt) 

a) (exp(sM)l = exp(sMT), (exp(sM)t 1 = exp(-sM), 

b) det(exp(sM)) = exp( s trM), 

c) Q( expM)QT = exp(QMQT) V Q E Ort, 

pentru Vs E R, V M E Lin. 

2. Arătaţi că dacă A, B E Lin sunt permutabile, atunci pentru Vs E R are 
loc 

exp( sA) exp( sB) = exp( s(A + B)). 

3. Ce se poate afirma despre unicitatea reprezentării m.i.a.r.c. dată în Teo
rema lui Noll de caracterizare a m.i.a.r.c. ? 

4. Este unică reprezentarea gradientului de deformaţie dată în Teorema lui 
Noll, dacă se presupune că mişcarea este vâscometrică ? 

5. Utilizând teorema lui Noll pe m.i.a.r.c. demonstraţi că 

a) gradientul in miscarea relativa F,(r) = Q(r) exp((r - t)11:N)QT(t), 

b) gradientul vitezei 
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~i calculaţi D §Î W. 

6. Să. se calculeze tensorii lui Rivlin - Ericksen pe m.i.a.r.c., arătând că 

A1 (t) = M(t) + MT(t), 

A2(t) = 2MT(t)M(t) + (M(t))2 + (MT(t))2, 

An(t) = MT(t)An-1(t) + An-1(t)M(t), V n 2: 2. 

Aici s-a folosit notaţia introdusă în (16) . . 
7. Ară.taţi că.o m.i.a.r.c. 

1

este incompresibilă {=::::::> (K° = O, sau trN =0), 
sau tr M = O, cu notaţia M = ,cN. 

8. Ca o consecinţă a Lemei lui Wang, deduceţi tipurile de neunicitate în 
teorema lui Noll de caracterizare a m.i.a.r.c. 

9. Arătaţi că sunt echivalente următoarele condiţii 
I 

a) A4 (t) = O ! pentru Vt E R, 

b) M = ,cN cu N 2 = O, 

unde M(t) = Q(t)(M)Cf (t). 

10. Ară.taţi că au loc formulele 
k=n 

An(t) = L C!(M(t)kf (M(t))(n-k) = Q(t)An(O)QT(t). 
k=O 

11. Fie spaţiul vectorial V de dimensiune trei. Care este ordinul maxim de 
nilpotenţă. pentru aplicaţiile A E Lin, A -=/- O? 

12. Să se arate că orice mişcare vâscometrică este incompresibilă. 

13. Să. se calculeze tensorii Rivlin - Ericksen pe mişcări vâscometrice şi arătaţi 
că tensorii Rivlin- Ericksen pentru k 2: 3 sunt nuli. 

14. Să se calculeze tensorii Rivlin - Ericksen pe mişcări vâscometrice, şi arătaţi 
că au loc formulele 

A1 = MT + M A2 = 2MTM, 
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15. Calculaţi invarianţii t~nsorilor Rivlin - Ericksen şi a combinaţii1or aces
tora. Arătaţi că au loc relaţiile 

iA1 = (trA1,trA~,detA1) = (0,211:2,0), iA2 = (21e2,41e\O). 

16. Să se calculeze funcţiile vâscometrice pentru următoarele fluide incom
presibile 

a) fluidul liniar vâscos T(x, t) = -p(x, t)I + 2µD, 

b) fluidul Reiner - Rivlin T(x, t) = -p(x, t)I + cp1(io)D + <,02(jo)D2
, 

c) fluidul Rivlin - Ericksen descris prin reprezentarea (3.36) 

şi să se arate că acestea se exprimă prin 

a) r(11:) = µ11:, 0-1(11:) = u2(1e) = O, 

b) r(1e) = 1x:cp1(11:), u1(1e) = 0-2(11:) = i(11:)2c.,o2(1e), 

K2 

unde io = (trD, trD2, detD) = (O, 2 , O) 

unde am notat prin ,, • ,, compunerea funcţiilor constitutive cu valorile setului 
de invarianţi calculate pe mişcarea vâscometrică. 

17. Arătaţi că pentru descrierea mişcărilor vâscometrice este suficient să se 
considere ecuaţii constitutive de tip Rivlin - Ericksen de forma minimală 

cu a 1 , a 2 , a 3 funcţii depinzând numai de tr(An. 

18. Demonstraţi că pozitivitatea energiei disipate într-un fluid supus la o 
mişcare vâscometrică este echivalentă cu KT( K) > O, ştiind că puterea mecanică 
(sau energia disipată) într-o particulă fixată X se calculează prin T · D. 

19. 1n cazul mişcării elicoidale, cu câmpul de viteze descris prin (64), demon
straţi că acceleraţia corespunzătoare este dată prin a = -r(w) 2 (r)e<1>(t), în 
baza fizică. 

20. 1n cazul mişcării staţionare de torsiune, cu câmpul de viteze descris prin 
(74), demonstraţi că acceleraţia corespunzătoare este dată prin a= -rw(z)2e<1>(t), 
în baza fizică. 
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21. Arătaţi că în siternul cilindric de coordonate are loc formula 

22. Considerăm mişcarea staţionară de forfecare între două plane infinite, 
aflate la o distanţă d. Planul x1 = O este fix, iar planul x 1 = d are o mişcare de 
translaţie cu o viteză V paralelă cu planul fix. Arătaţi că, câmpul de viteze este 

descris prin v(x 1 = fx
1 

r-1(-as)ds cu condiţia V= 1d r- 1(-as)ds, folosind 
· la o 

proprietatea că funcţia T este impară. 

23. Fie o mişcare descrisă într-o bază carteziană prin câmpul de viteze 
:i: 1 = 1 x

2 , :i:2 = , x 1 
, :i:3 = O. Studiaţi dacă este o m.i.a.r.c. 

24. In sistemul curbiliniu de coordonate {qi}, ortogonal, câmpul de viteze 
este descris prin componentele contravariante 

Ce condiţie trebuie să satisfacă tensorul metric [9ii] pentru ca mişcarea descrisă 
să fie vâscometrică. 

25. Fie o mişcare Couette definită prin câmpul de viteze (99). 

a. Demonstraţi pe o cale directă (nu prin particularizarea formulelor de la 
mişcarea elicoidală) că este o mişcare vâscometrică. Arătaţi că. ea determină o 
soluţie exactă, în cazul mişcării între doi cilindrii , cu condiţiile menţionate în 
Teorema 5. 

b. Particularizati formulele care descriu miscarea intre doi cilindrii pentru 
fluidele: liniar vascos, Reiner- Rivlin, Rivlin-Ericksen de ordinul 2. 

26. Fie o mişcare Poiseuille, definită. prin câmpul de viteze (104). 

a. Demonstraţi în mod direct, utilizând definiţiile, că aceasta este o mişcare 
vâscometrică şi că determină. o soluţie exactă în cazul mişcării printr-o conductă 
cilindrică, în condiţiile Teoremei 6. 

b. Particularizaţi formulele care descriu mişcarea în conductă pentru fluidele: 
liniar vâscos, Reiner- Rivlin, Rivlin-Ericksen de ordinul 2. 

27. Se consideră un reovâscozimetru ortogonal compus din două discuri pa
ralele aflate la o distanţă d0 care au o mişare de rotaţie în jurul axelor lor, care 
se găsesc la o distanţă r0 • Rotaţia discurilor este uniformă şi este caracterizată 
de viteză unghiulară de rotaţie 0 0 • Fie câmpul de viteze într-o bază cartezian 
caracterizat prin 

a. Arătaţi că o astfel de mişcare este cu istoria alungirilor relative constantă. 

b. Miscarea este incompresibilă ? 
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c. Calculaţi expresia tensiunii suportată. de un fltlid Reiner-Rivlin şi respectiv 
Rivlin- EricKsen de ordinul 2, dacă are loc mişcarea descrisă. 

28. Presupunem că suprafaţa liberă în mişcarea unui fluid este cu simetrie de 
rotaţie, reprezentată prin ecuaţia ;z = h(r) în sistemul cilindric de coordonate. 

a. Exprimaţi condiţia pe suprafaţa liberă Tn = -p0 n pe componente în baza 
fizică asociată sistemului cilindric de coordonate. 

b. Din ce condiţie poate fi determinată forma suprafeţei libere ? 

c. Particularizaţi rezultatul de la punctul b. pentru mişcarea de tip Couette 
şi de tip Poiseuille. Ce rezultă relativ la forma suprafeţei libere ? 

29. Mişcarea con- placă este descrisă, la fiecare moment de timp r, prin 
componentele contravariante ale vitezei scrise în baza locală corespunzătoare sis
temului sferic de coordonate, sub forma 

La momentul T = t particula materială ocupă poziţia x caracterizată prin 
coordonatele curbilinii (sferice) 

(
3_ 2_0 }_) 

q = r, q = 'q = cp ' 

unde componentele îbaza carteziană ale lui x sunt date prin 

x 1 = sin cp COS 0, x2 = sin cp sin 0, SIIl cp, x3 = COS({), 

pentru r E R+, OE (O, 27r), cp E [O, 1/2 7r]. 

a. Determinaţi traiectoria particulei materiale, dedusă prin integrarea sis
temului care caracterizează câmpul de viteze, dacă se consideră condiţiile iniţiale 
e(t) = cp,e2(t) = e,e(t) = r. 

b. Demonstraţi că mişcarea con- placă este o mişcare vâscometrică cu K = 
sin cp w' ( cp). 

30. Pentru mişcarea con- placă demonstraţi că : 

a. Baza canonică şi baza fizică, asociată sistemului sferic de coordonate, de 
forma scrisă în Ex. coincid. 

b. Arătaţi că componentele tensorului de tensiune în baza fizică şi funcţiile 
vâscometrice sunt legate prin formulele 

ca o consecin~ a formulelor ( 4.37) şi a punctului a. 
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31. Scrieţi ecuaţiile ~c 1.1i~care în absenţa forţelor masice, în si:;temul sforic 
de coordonate şi determinaţi starea de tensiune corespunzătoare mişcării con -
placă, care le satisface ( folosind deci formulele de legătură din Ex. 30 b). Se va 
presupune că c.p E [1/2 1r - a, 1/2 1r], pentru o foarte mic. 

32. Se consideră mişcarea con- placă într-un domeniu delimitat de planul 
x 3 = O, şi suprafaţa conului cu vârful pe plan, de semiunghi la vârf egal cu 
1/2 1r - a. 

Presupunem că planul şi conul se rotesc în jurul axei de simetrie cu vitezele 
unghiulare n0 , n1 diferite şi că fluidul se găseşte în contact cu aerul pe suprafaţa 
liberă, pe care o considerăm definită prin r = R. 

Deci domeniul în care are loc mişcarea este dat de r E (O, R], (} E (O, 21r), c.p E 
(1/2 1r - a, 1/2 1r]. 

a. Arătaţi că condiţiile de aderenţă devin w(l/21r) = n0 , w(l/21r - o)= n1 

şi condiţia pe suprafaţa liberă este Trr lr=R= -pa. 

c. Demonstraţi că. tensiunea normală Trr în lungul planului şi al conului se 
exprimăprin 
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5. V ÂSCOELASTICITATE 

5.1 Materiale cu memorie întârziată 

1n prezentarea reprezentărilor constitutive pentru corpuri vâscoelastice vom urmă
ri lucrările Truesdell, Noll [1965], Coleman, Noll [1961], Truesdell [1972], Gurtin, 
Sternberg [1962], etc. plasându-ne în cazul materialelor simple. 

Prezentarea generală a materialelor simple a fost făcută în cap.2, paragraful 2, 
punându-se în evidenţă proprietăţi algebrice pentru operatorii constitutivi, care 
au fost obţinute din principiile generale şi din definiţiile introduse. Acum vor fi 
necesare proprietăţi topologice, de netezime ale operatorilor constitutivi. Acestea 
vor fi introduse pe baza principiului materialelor cu memorie întârziată. 

Fie reprezentarea constitutivă a materialului simplu 

T(x, t) = .r(Ft(X, ·)), (5.1) 

prin care starea de tensiune în particula fixată X E B, la momentul t este 
determinată de istoria gradientului de deformaţie până la momentul t, considerat 
în particula fixată. 

In Teorema 3. din cap.2 s-a demonstrat că reprezentarea constitutivă (1) sa
tisface principul obiectivităţii dacă şi numai dacă operatorul constitutiv se poate 
reprezenta sub forma 

(5.2) 

In continuare nu vom mai menţiona particula în localizările acesteia, după 
cum nu am mai menţionat nici configuraţia de referinţă k, în scopul simplificării 
scneru. 

Rezultă deci forma redusă II, scrisă în (2), pentru reprezentările constitutive 
ale materialelor simple, sau într-o reprezentare echivalentă 

(5.3) 

Amintim că: 

R( t) E Ort este rotaţia la momentul t, rezultată din teorema de descompunere 
polară aplicată gradientului de deformaţie F(t) = R(t)U(t), cu U(t) E Psim; 
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C(t) = F(tfF(t)- tensorul Ca:1chy-Grf'cn la dreapta, care intervine sub 
formă de parametru; 

C! ( s) = FŢ ( T )F t ( T), cu T = t - s, s ~ O, reprezintă valoarea curentă a istoriei 
tensorului Cauchy-Green la dreapta în descrierea relativă a mişcării; 

Ft(r) = F(r)F(tt1
- reprezintă gradientul deformaţiei în mişcarea relativă, 

exprimat prin valorile gradientului de deformaţie, la momentele corespunzătoare 
de timp, faţă de configuraţia de referinţă k; 

AR - RT AR, definit în (2.17), este tensorul rotit cu rotaţia de la momentul 
t, aici R = R(t) şi A E Lin. 

Pentru un moment de timp t fixat introducem istoria 

G: R--+ Sim, G(s) = (C!(s))R - I Vs~ O, 

G(s)=O Vs~O {=} C!(s)=l=It{s) Vs~O. 
(5.4) 

Observaţia 1. Istoria G( ·) = O are semnificaţia care decurge din inter
pretarea condiţiei CHs) = Jt(s) = I, în conformitate cu (2. 98) : corpul este 
local menţinut nedeformat faţă de o configuraţie deformată a sa , fiind supus 
(local) numai la rotaţii. 

Propoziţia 1. Reprezentarea constitutivă (3) se reprezintă în forma echiva
lentă 

TR(x, t) = f(C(t)) + .r(G(·), C(t)), 

.r(O(·), C(t)) = O. 

Demonstraţie. Punem în evidenţă istoria identităţii 

.r1((C!(·))R, C(t)) = .r1((C!(·))R, C(t)) - .r1(It(·), C(t)) + f(C(t)), 

= J(C(t)) + .r(G(· ), C(t)), 

(5.5) 

(5.6) 

unde f(C(t)) = .1"1(1\·), C(t)). Afirmaţia devine evidentă dacă ţinem cont de 
definiţia ( 4). 

Deci reprezentării (5), pentru fiecare valoare fixată a tensorului C(t), i se 
asociază operatorul constitutiv 

.r((·), C(t)): 1-l--+ Sim, 
(5.7) 

1-{ = {G: [0,+oo)--+ Sim I cu anumite proprietăţi}. 

Organizăm spaţiul de istorii 1-{ cu o structură de spaţiu Hilbert introdusă prin 
intermediul funcţiei de influenţă. 

Definiţia 1. O functie h : [O, +oo) --+ R+ se numeşte funcţie de influenţă 
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dacă 

a) h este contin1.1ă, h(O) = 1, 

b) :3 r > ½ astfel încât sr h( s) --+ O, pentru s ----+ oo 

Propoziţia 2. Funcţia de influenţă are următoarele proprietăţi 

l)Vc>O :3hf>O astfel încât h(s)<!:_ pentru s>h(. sr 

2) h E L2([0,+oo)) , deci este de pătrat integrabil. 

3) h(s)--+ O pentru s--+ +oa. 

Dăm câteva exemple de funcţii de influenţă 

1.) h( ) 1 s = (l+s)P cu p>r. 

ii) h(s) = exp(-/3 s) cu /3 > O. 

(5.8) 

Observaţia 2. Deoarece h(O) = 1 funcţia de influenţă lasă nealterate valorile 
istoriei c: în vecinătatea momentului actual, în sensul că h(O)G(O) = (C!(O))R. 
Deoarece h( s) ----+ O pentru s --+ +oo funcţia de influenţă atenuează yalorile la 
infinit ale istoriei G, în sensul că h(s)G(s)--+ O pentru s--+ +oo. 

Precizăm domeniul de definiţie al operatorului constitutiv :F din (7), care 
fiind construit cu ajutorul funcţiei de influenţă este notat prin H(h) şi este dat 
de 

1i(h) = {G: [O,+oo)--+ Sim I Gmăsurabila fo
0

'\2(s)G(s) · G(s)ds < oo}.(5.9) 

Introducem 

(5.10) 

Propoziţia 3. (H(h); <, >(h)) este un spaţiu Hilbert cu produsul scalar definit 
prm 

iar li G ll(h), definită în (10) este norma corespunzătoare. 

Vom introduce acum principiul materialelor cu memorie întârziată. 1 

Spunem că materialul simplu descris prin reprezentarea constitutivă (5) 

1 In formularea acceptată aici, este un principiu slăbit. 
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TR(x, t) = f(C(t)) + F(G(·), C(t)) unde , 

.1"((-), C(t)): 1-l(h) -+ Sim, (5.12) 

.1"(0), C(t)) = O, 

satisface principiul materialelor cu memorie întârziată dacă operatorul constitu
tiv F.((·), C(t)) este diferenţiabil Frechet în G =OE 1-(,(h)· 

Teorema 1. Diferenţiala Frechet a operatorului constitutiv este dată prin2 

D.1"(0, C)[G] = fo 00 

h2(s)K(s, C)[G(s)]ds, (5.13) 

pentru V G E 1-l(h) cu următoarele proprietăţi 

1) K(s,C): Sim -+ Sim liniară {:::::::} , 

:l kiklm(s, C) E R, V j, k, l, m E {1, 3} astfel încât, (5.14) 

cu simetriile 

Kjklm = Î<kjlm = Kjkml V j, k, l, m E {1, 3}. (5.15) 

(5.16) 

3 

unde li K(s, C) 11(4)= ( L (Kjktm(s, C)) 2
)

1
/

2
. 

j,k,l,m=l 

Demostraţie. Din definiţia diferenţiabilităţii Frechet în O ( vezi anexa Al.) 
rezultă că 

:lD.1"(0, C) : 1-(,(h) -+ Sim liniară şi continuă astfel încât, 

.r(G, C) = .1"(0, C) + D.1"(0, C)[G] + w(O, G; C) cu, (5.17) 

1
. w(O,G; C) 
lffi ----'----'- = 0. 

G-+0 li G ll(h) 
2 Notăm C = C(t). 
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Considerăm o bază carteziană fixată {id {kt:::{Ti"}} ~i asociem funcţionalele 
<Pik = <Pki : 

(5.18) 

care sunt liniare şi continue, cu valori reale, definite pe spaţiul Hilbert 'H(h), 

având în vedere proprietăţile diferenţialei Frechet pentru operatorul constitutiv 
care ia valori în Sim. Simetria functionalelor <Pik în indicii j, k este o consecinţă 
proprietăţii diferenţialei, dată în (17). 

Din teorema lui Riesz, de reprezentare a funcţionalelor lineare şi continue pe 
spaţii Hilbert, rezultă că. pentru \/(jk), \IC E Sim 

:l Kjk(·, C) E 'H(h) unice astfel încât , 

<Pik[G] =< Kjk(·, C), G >(h)= ij · DF(O, C)[G] h V G E 'H(h), (5.19) 

<Pik = <Pki ~ Kjk(·, C) = Kkj(·, C). 

Dacă utilizăm definiţia (11) a produsului scalar <, >(h), din (19) obţinem 

ii· DF(O, C)[G] h = 100 

h2(s)K3k(s, C) · G(s)ds ~ 
(5.20) 

DF(O,C)[G] = (100 

h2 (s)Kjk(s,C) · G(s)ds) i3 ® h, 

reprezentă.rile având loc V G E 'H(h)· 

Pe de altă parte din definiţia (9) a spaţiului 'H(h) rezultă V j, k E { 1, 3} 
proprietăţile 

i) K3k(s, C) E Sim Vs 2: O, 

ii) 1
00 

2 - 2 

0 

h (s) I K 3k(s,C) I d.5 < oo. 
(5.21) 

Construim, pentru \;/ C E Sim fixat, câmpul (tensorial de ordinul patru) 

K(·, C) definită a.p.t. pe [O, +oo), măsurabilă., 

K(s, C) : Sim ~ Sim liniară şi astfel încât, 
(5.22) 

K(s, C)[A] = Kjktm(s, C)Atm Î3 ® h unde, 

Simetria scrisă. în (15), în raport cu ultimii doi indici (pentru primii doi fixaţi), 
rezultă ca o consecinţă a proprietăţii i) din (21 ), Kjk( ·, C) E Sim şi a definiţiei 
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(22)3 pentru Kjk1 11Js, C), Cc! fiind cornp('nentele lrn ale tensorilor Dirnetrici 
(pentru fiecare pereche jk fixată). Din (19)3 rezultă şi simetria în prima pereche 
de indici (pentru a doua pereche fixată), scrisă în (15). 

Din definiţiile produsului scalar a doi tensori ( vezi anexa Al.) şi a câmpului 
tensorial de ordinul patru introdus în (22) deducem că 

Revenind în (20)2 cu reprezentarea (23) se deduc atât forma (13) a diferenţialei 
oper~torului constitutiv cât şi proprietăţile 1). 

A mai rămas de arătat că are loc proprietatea 2). 1n ii) (21) explicităm 
modulul din integrant, cu utilizarea relaţiilor din (22). Astfel 

2 - 2 1
00 3 

h (s) L (Kjklm(s, C)) ds < oo. 
O /,m=l 

Dacă se sumează acum după indicii i, j rezultă convergenţa integralei scrisă în 
(16). 

Observaţia 3. Din Teorema 1. şi definiţia diferenţiabilităţii Frechet scrisă 
în (17) se obţine o estimare a tensiunii sub forma 

TR(x, t) = f(C(t)) + 100 

h2(s)K(s, C)[G(s)]ds + w(O, G; C) cu, 

(5.24) 

1
. w(O, G; C) O 
Im-----

G--+0 li G li (h) - ' 

dacă am utilizat reprezentarea constitutivă fundamentală (5) cu proprietatea (5)2. 

Observaţia 4. ln clasa materialelor cu memorie întârziată este descrisă pro
prietatea fizică : starea de tensiune a corpului la momentul de timp t este 
influenţată cu o pondere mai mare de istoria recentă a procesului de deformare, 
faţă de istoria avută în trecutul îndepărtat. Acest fapt este modelat prin in
troducerea funcţiei de influenţă, care amortizează efectul istoriei îndepărtate a 
procesului de deformare. 

Pe baza principiului materialelor cu memorie întârziată, operatorul :F poate 
fi aproximat printr-un operator liniar pe istorii. Eroarea tinde la zero mai repede 
decât li G li(h) tinde la zero. ln condiţii de regularitate suplimentară , dacă 
operatorul este diferenţiabil de ordinul al doilea într-o vecinătate a istoriei G = O, 
se poate aplica o formulă de evaluare a restului, dată de exemplu în Vainberg 
[1972]. 

Pe de altă parte putem asocia unei istorii date G o istorie încetinită, similar 
mişcârilor încetinite introduse în paragraful 3.4. Pentru fiecare a E (O, 1) definim 
G 0 (s) = G(o: s) ,Vs 2: O. Dacă funcţia de influenţă h are proprietatea supli
mentară 3) srh(r)--+ O, monoton pentru s mari, atunci Jim li G 0 (·) li(h) =O. 

a--+O 
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Curbele descrise de G, G°' in Sim coincid pentru s E R+, dar pe istoriile 
încetinite viteza de parcurgere este mai mică. Rezultă că pe mişcări lente sau 
încetinite răspunsul materialului simplu poate fi aproximat prin termenul liniar 
pe istorii (vezi pentru demonstraţii Coleman, Noll [1960]). 

5.2. Vâscoelasticitate liniară (pe istorii) cu deformaţii finite 

Vom defini corpurile constituite dintr-un material vâscoelastic liniar pe istorii, 
pornind de la estimarea stării de tensiune, dată în formula (24) pentru un mate
rial care satisface principiul materialelor cu memorie întârziată, reţinând numai 
termenii liniari pe· istorii. Dependenţa de istorie a operatorului constitutiv şi 
proprietăţile acestuia sunt cele ce au fost puse în evidenţă în paragraful anterior. 

Definiţia 2. Spunem că un corp este constituit, într-o particulă a sa X, 
dintr-un material vâscoelastic liniar pe istorii, cu deformaţii finite, dacă admite 
o reprezentare constitutivă de forma 

TR(x, t) = f(C(t)) + 100 

h2 (s)K(s, C(t))[G(s)]ds (5.25) 

pentruoriceistorie G E1-l(h), :Vs~O, cu G(s)=(C~(s))R-1, iar K, 
numit nucleu de relaxare, are proprietăţile 

1) K(s, C) : Sim ---- Sim liniara {::::=} 

:l K11<1m(s, C) E R, V j, k, I, m E {l, 3} astfel încât 

K(s, C)[A] = Î<11<1m(s, C)A1m i1 0 i„ VA E Sim, 

cu simetriile 

2) 100 

h
2(s) li K(s, C) 11(4) ds < oo, 

3 

unde li K(s, C) 11(4)= ( L (K1k11r.(s, C))2) 1l2
. 

j,k,l,m=l 

(5.26) 

(5.27) 

(5.28) 

Observaţia 5. Reamintim că proprietăţile menţionate ale nucleului au fost 
deduse în (14) - (16), pentru termenul liniar pe istorii, în ipotezele formulate pen
tru materialele cu memorie întârziată, iar spaţiul funcţional 1-l(h) a fost definit prin 
Propoziţia 3. In obţinerea reprezentărilor constitutive pentru vâscoelasticitatea 
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liniară pe istorii, nu au fo:;:t făcute ipoteze asupra mărimii tensorului C, ca,~e 
intervine sub formă de parametru. Deci astfel de reprezentări sunt aplicabile 
pentru corpuri în care deformaţiile de la configuraţia de referinţă la cea actuală 
sunt finite. 

Vom pune în evidenţă semnificaţia mecanică a funcţiilor constitutive din repre
zentarea (25). Referitor la funcţia f, observăm că primul termen din (25) 

TR(x, t) = J(C(t)), <=> T(x, t) = R(t)J(C(t))RT(t) 

corespunde unui reprezentări constitutive, sub formă redusă ( dată în Propoziţia 
16., formula (2.182)), pentru un corp constituit dintr-un material elastic, definit 
prin (2.180). 

Vom considera istorii ale gradientului de deformaţie care corespund unor pro
cese de tip Heaviside, prin care deformaţia în particula considerată suferă un 
salt, la un anumit moment de timp, de exemplu la t = O, fiind apoi menţinută 
constantă. 

Propoziţia 4. Fie un proces de deformare de tip Heaviside, definit prin 

F(r) = { 
Fo pentru 7 :2: o, 
I pentru T < O. 

Au loc următoarele formule 

1) G(s) = G(t)(s) = { 
o pentru .s E [O, t] 
c- 1 -I pentru s > t, o 

(5.29) 

(5.30) 

3) lim li G(t) ll(h)= O. 
t--+oo 

(5.31) 

Istoria G(s) depinde de t- valoarea curentă a timpului. Dacă este calcu
lată valoarea acesteia pentru procesul de deformare de tip Heaviside se obţine 
reprezentarea din (29), în care apare explicit t în membrul drept. Am menţionat 
explicit dependenţa de t în notaţia din (29), deoarece ne interesează comporta
mentul istoriilor în raport cu parametrul t. 

Teorema de relaxare a tensiunii. Dacă se consideră familia istoriilor de 
deformare de forma prescrisă în Propoziţia 4., atunci 

i) TR(x, t) = f(Co) + (100 

h2 (s)K(s, Co)ds)[Co - I], 

/(Co)= lim TR(x, t) = Ro( lim T(x, t))Rţ, 
t--+oo t--+oo 

ii) 
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cu Fa= RoUo şi Co= U5. 
Demonstraţie. Să observăm că prin construcţie aplicaţia 

G E 'H(h) -+ 100 

h2(s)K(s,C(t))[G(s)]ds (5.33) 

este continuă în G = O. Deoarece istoriile din Propoziţia 4. sunt elemente din 
1-l(h) cu proprietatea lim li G(t) ll(h)= O, rezultă că 

t-oo 

(5.34) 

ln trecerea la limită considerată în (34) am folosit faptul că F(r) = F0 pentru 
r ~ O, deci şi pentru r = t ~ O. Prin urmare C(t) = C0 independent de timp 
şi R(t) = ~-

Dacă în reprezentarea constitutivă (25) se consideră câmpurile introduse în 
Propoziţia 4., se deduce formula (32). Ca o consecinţă a relaţiei i) din (32) şi, 

prin trecere la limită , ca o consecinţă a formulei (34) se deduce ii). 

Observaţia 6. Interpretarea mecanică a funcţiei f se desprinde din Teorema 
de relaxare a tensiunii. f(Co) reprezintă'valoarea limită a tensiunii , rotite cu 
rotaţia ~' într-o experienţă în care deformaţia suportă un salt la momentul 
t = O, de la valoarea I la valoarea F0 = Ro(C0 )

112, care este menţinută 
constantă un timp îndelungat. 

Nucleul K descrie în general influenţa istoriei de deformaţie asupra stării 
curente a tensiunii, în particula considerată, iar pentru procese de tip Heaviside 
descrie variaţia în timp a tensiunii, aşa numita relaxare a tensiunii, prin formulai) 
(24). Menţionăm că aceasta este o proprietate specifică materialelor vâscoelastice. 
Corpurile elastice, fluidele Reiner - Rivlin, fluidele liniar vâscoase nu prezintă 
proprietăţi de relaxare a tensiunii. 

Definiţia 3. Spunem că un corp B are proprietăţi de relaxare dacă are loc o 
variaţie în timp a tensiunii într-o experienţă în care deformaţia suferă un salt (la 
t=O de exemplu) şi apoi este menţinută constantă pentru orice moment de timp 
T > O. 

Vom introduce un alt nucleu de relaxare , notat K, care este o funcţie de 
material. 

Propoziţia 5. Câmpul tensorial definit prin 

K(s, C) = h2(s)K(s, C): Sim-+ Sim, liniară Vs~ O, a.p.t., (5.35) 

are următoarele proprietăţi 
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l) K(s, C)[A] = I<jklm(s, C)A1m i; ® h VA E Sim cu simetriile, 

Kjklm = J(kjlm = I<jkml V j, k, l, m E {1, 3}, 

2) 100 

h-2 (s)(II K(s, C) 11(4))2ds < oo, 

l) 100 

li K(s, C) 11(4) ds < oo, 

4) :3 100 

K(s, C)ds : Sim ----+ Sim liniară şi continuă, 

5) VTE[O,+oo) :3 f(r)= 100

K(s,C)ds ELin(Sim,Sim)-X, 

(5.36) 

şi există j(r) = -K(T, C) a.p.t. cu, j E L1([0, +oo), X) 

6) f(t) = f(O) + 1t j(s)d.r;. 

Evident că funcţia f definită prin 5) depinde de C E Sim, dar nu l-am mai 
menţionat. 

Demonstraţie. 1) se obţine ca o consecinţă a proprietăţilor câmpului tenso
rial K(·, C), listate în 1) din (14) şi (15). 

2) Din proprietatea ii) din (21), rescrisă pentru noul câmp deducem că 

100 

h2(s) I Kjk(~, C) · Kjk(s, C) I ds = 

= 100 

h-2(s) I Kjk(s, C) · Kjk(s, C) I ds = 100 

h-2 (s)(II K(s, C) 11(4))2ds < oo. 

3) Cum h E L2 ([0, +oo)), aplicând inegalitatea lui Holder rezultă 

100

11 K(s,C) 11(4) ds :S 

(1.00 

h'(s)ds)'''(f.
00

(h-1 (s) li K(s,C) ll(1))2ds)
112 < oo, 

unde am ţinut seama de 2) deja demonstrat. 

4) Pentru A E Sim fixat , functia s --+ K(s, C)[A] pentru s E [O, +oo) 
este măsurabilă, şi 
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1100 

K(s, C)[A]ds I ~ 100

- I K(s, C)[A] I ds ~ 

~ 100 

li K(s, C) 11(4)1 A I ds. 

Pentru demonstrarea estimării (37) am folosit majorarea 

I K(s, C)[A] I ~ li K(s, C) 11(4)1 A I, VA E Sim, 

care este o consecinţă directă a definiţiilor normelor în Lin şi 

(16). Astfel rezultă că aplicaţia liniară 

'v A E Sim ---+ 100 

K(s, C)(A]ds E Sim 

există, deoarece are loc (37) pentru 'v A E Sim. 
I 

Pe de altă parte aplicaţia definită în (39) este şi continuă , deoad 
avem mărginirea aplicaţiei. Deci a fost demonstrată şi formula 4). · 

Prin demonstrarea punctului 4) am arătat deci că K(·, C) E L1([ 
Cu tehnica standard rezultă existenţa funcţiei de variabilă T, intro 
proprietăţile acesteia. 

Adoptăm în cele ce urmează 

Definiţia 4. Aplicaţia / : (O, +oo) ---+ X cu X - spaţi 

I 
' 

• 
J 

numeşte absolut continuă dacă i, 

Deci j este integrabilă pe orice compact din (O, +oo ). 

Vom spune că funcţia / absolut continuă este tare dacă este i 
(0,+oo). Notăm/ EL1((0,+oo)). 

Observaţia 7. Funcţia introdusă în (36) la punctul 5) 

f(T) = 100 

K(s, C)ds E Lin(Sim, Sim) = X, 'vT E (O,+ 

are proprietatea că este absolut continuă, tare (în conformitate cu 
cu 

j(T) = -K(T, C) a.p.t., j E L1 ((0, +oo), X). 
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Observaţia 8. N uclcul K introdus prin formula (35), are proprietăţile 
menţionate în Propoziţia 5., mai slabe decât proprietăţile nucleului K. El permite 
o estimarea a tensiunii (vezi Observaţia 3., formula (24) ) sub forma 

TR(x, t) = f(C(t)) + 100 

K(s, C)[G(s )]ds + w(O, G; C), 

cu lim w(O, G; C) = O. 
G-+0 li G ll(h) . 

(5.43) 

Observaţia 8. va sta la baza introducerii unei alte reprezentări constitu
tive pentru materiale vâscoelastice liniare (pe istorii), prin nucleul de relaxare 
K- integrabil, deci cu proprietăţi slăbite. Printr-un procedeu de liniarizare, din 
reprezentarea constitutivă ( 43) se desprinde o reprezentare constitutivă, posibilă, 
prin care se va defini un nou material. 

Definiţia 5. Spunem că un corp este constituit, într-o particulă a sa X, dintr
un material vâscoelastic liniar cu deformaJii finite, dacă admite o reprezentare 
coristitutivă de forma 

T(x,t) = R(t){f(C(t)) + 100 

K(s,C(t))[G(s)]ds}RT(t), (5.44) 

unde istoria G(s) = (C~(s))R - I 'ţ/s ~ O, a fost definită în (4), şi K(·,C): 
[O, +oo) - Lin(Sim, Sim) numită nucleu de relaxare, are proprietăţile 

a)K(s, C)[A] = f{jklm(s, C)A1m ii® h, Kjk/m = f{kjlm = Kjkml, 

pentru 'ţ/ j, k, /, m E {1, 3} şi VA E Sim şi 

b) 3 100 

K(s, C)ds : Sim --+ Sim liniară şi continuă. 

Domeniul de defini~ie al operatorului de tip integral introdus prin Definiţia 
5. , în care nucleul de relaxare are proprietăţile menţionate, va fi precizat, astfel 
încât integrala să fie convergentă. Pentru exemplificare vezi exerciţiul 1 '/. 

5.3 Vâscoelasticitate liniară (pe istorii), izotropă, cu deformaţii finite 

Fie B un corp vâscoelastic liniar (pe istorii), cu deformaţii finite caracterizat 
în particula X, în raport cu o configuraţie de referinta k, prin reprezentarea 
constitutivă ( 44), rescrisă în forma 

T(x, t) = R(t){J(C(t)) + 100 

K(s, C(t))[G(s)]ds }RT(t) -

= R(t).r1((C!(·))R, C(t))RT(t), 
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în care am menţionat că a.vem de fapt o reprezentarP, -:::onstitutivă particulară a 
formei reduse II, conform formulei (2). Afirmaţia este corectă, deorece din ( 4) 
istoria G(s) = (C~(s))R -1, Vs~ O,. 

Vom presupune că B este izotrop, în raport cu configuraţia k, deci conform 
Definiţiei 9., formula (2.66), 9k(X) :::> Ort. 

Vom demostra acum o teoremă de caracterizare. 

Teorema 2. Dacă B este un corp vâscoelastic liniar (pe istorii), cu deformaţii 
finite, caracterizat prin ( 46), atunci el este izotrop în particula X dacă şi numai 
dacă. admite reprezentarea constitutivă 

T(x,t) = J(B(t)) + 100 

K(s,B(t))[G(s)]ds, (5.47) 

unde G(s) = C:(s) - I Vs ~ O. Funcţiile constitutive verifică, condiţiile de 
izotropie 

f(QB(t)QT) = Qf(B(t))QT, 
(5.48) 

K(s, QBQT)[QG(s)QT] = QK(s, B)[G(s)]QT, 

pentru VQ E Ort, Vs~ O, a.p.t. şi pentru orice istorie Ft. 

Demonstraţia utilizează condiţia necesară şi suficientă pentru ca o reprezen
tare constitutivă sub forma redusă II să descrie un corp izotrop (vezi Teorema 
13., formulele (2.74) şi (2.75)). Prin aplicarea teoremei menţionate din (46) avem 
reprezentarea constitutivă 

T(x, t) = .r1 (C:(-), B(t)) = J(B(t)) + 100 

K(s, B(t))[G(s)]ds, (5.49) 

cu condiţia de izotropie în ambele argumente ( dedusă din (2. 75)) 

J(QB(t)QT) + 100 

K(s, QB(t)Q)[QG(s)QT]ds = 

= Q{J(B(t)) + 100 

K(s,B(t))[G(s)] ds}QT, 

pentru orice Q E Ort unde G(s) = C!(s) - I, Vs~ O. 

Particularizăm istoria de deformaţie Ft la un proces care corespunde menţinerii 
locale a corpului nedeformat , faţă de configuraţia actuală ( vezi (2 . .98) din 
Propoziţia 5.), deci astfel încât C! ( s) = I Vs ~ O, sau G( s) = O, sau încă 
U(r) = U(t), Vr $ t. Din (49)2 rezultă izotropia funcţiei f. Revenind în (49) 
deducem că are loc egalitatea 
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100 

{K(s, QBQT)[QG(s)QT] - QK(s, B)[G(s))QT}ds = O, 

pentru V Q E Ort, V Ft. 

(5.50) 

Datorită arbitrarului în alegerea Ft, din (50) obţinem că are loc izotropia 
nucleului de relaxare în raport cu ambele argumente a.p. t. în s. 

Teorema 3. Un corp solid constituit dintr-un material vâscoelastic, liniar 
pe istorii este izotrop, dacă şi numai dacă admite o reprezentare constitutivă de 
forma 

T(x,t) = f(B(t)) + 100 

K(s,B(t))[G(s)] ds, unde 

a) f(B) = c.po(jB)I + c.p1(jB)B + cp2(jB)B2 , 
(5.51) 

b) K(s,B)[G(s)) = G(s) fi(s ,B) + J1 (s ,B) G(s)+ 

+tr[G(s) h(s, B)] I+ tr[G(s) h(s, B)] B + tr[G(s) h(s, B)] B2, 

în care {fi} 1::; j::; 3, sunt funcţii de (s ,B), izotrope în raport cu B, cu 
valori tensori simetrici, deci reprezentabile sub forma a), cu funcţiile coeficienţi 
depinzând de ( s , iB). 

Demonstraţia decurge imediat prin aplicarea teoremelor lui Cauchy şi res
pectiv ale lui Wang [1970) de reprezentare a funcţiilor izotrope, cu valori tensori 
simetrici. Ţinem seama că f prin ( 48) este funcţie izotropă de argument ten
sor simetric, deci are loc reprezentarea din teorema lui Cauchy, vezi anexa A2. 
Referitor la nucleul de relaxare utilizăm teorema lui Wang ( scrisă în Teorema 
4. formula (3.38) pentru materiale diferenţiale de ordinul doi), cu specificitatea 
cazului discutat, de a avea liniaritate în raport cu valorile curente ale istoriei G 
şi dependenţa de s E R+· 

Reciproca este imediată. 

Teorema 4. Fie un corp B constituit dintr-un material vâscoelastic, liniar 
pe istorii, cu deformaţii finite. Corpul este fluid în particula X dacă şi numai 
dacă admite o reprezentare constitutivă de forma 

T(x, t) = -p(p)I + 100 

[,0(s, p)G(s) + µ0 (s, p)tr (G(s))I]ds. (5.52) 

Demonstraţie. Conform Definiţiei 8., formula (2.65), pentru fluide grupul 
de simetrie 9k al materialului în particula X, în ro.port cu configuraţia de referinţă 
k, este Unim. Prin urmare este izotrop şi admite reprezentarea din Teorema 
3. In teorema fundamentală. asupra fluidelor am arătat că. dependenţa de B se 
transformă în dependenţă de p. Procedăm în mod similar (vezi formula (2.90)); 
pentru o istorie a gradientului de deformaţie dată construim 
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(5.53) 

Ştiind că răspunsul materialului simplu rămâne neschimbat, deci suportă 
aceeaşi tensiune pentru istoria Ft şi Ft = FtH VH E Unim, fixat , de-
ducem, corespunzător formulelor (2.91), că 

(5.54) 

Calculăm răspunsul materialui corespunzător istoriei Ft. Valoarea funcţiei 
f, calculată din (51) cu (54), rezultă un tensor sferic, dependent de densitatea 
curentă, notat -p(p )I, iar pentru nucleul de relaxare, calculat pentru B( t) da.t 
în (54) se obţine formula (52). 

Observaţia 9. Reprezentarea constitutivă din Teorema 4. reprezintă o par
ticularizare a formulelor (2.86) din teorema fundamentală pentru fluide. 

5.4 Vâscoelasticitate liniară, cazul deformaţiilor finite. 

Vom liniariza reprezentarea constitutivă a materialelor vâscoelastice liniare 
(pe istorii) (introduse în Definiţia 2., formula (25)), în raport cu măsura de 
deformaţie C(t) = C, în vecinătatea valorii C = I (deci în vecinătatea 

configuraţiei iniţiale de referinţă). 

Facem următoarele ipoteze : 

i) Funcţia C E Sim --+ f(C) este diferenţiabilă Frechet in I, deci 

:3 D f(I) : Sim --+ Sim liniară şi continuă. astfel încăt, 

f(C) = f(I) + D f(I)[C - I]+ w1 (I, C), lim w(I, C) - O· 
C--+1 I C - I I - ' 

(5.55) 

ii) Funcţia C E Sim--+ K(s, C) este continuă în C = I, uniform În raport 
cu s. 

Deci V t: > O, :3 b( > O astfel încât li K(s,C)-K(s,I) 11 4 < t: pentru 
V C : IC - I I< bf, V s E [O, +oo). 

Astfel din (25) se obţine următoarea estimare a tensiunii 

TR(x,t) = J(I) + DJ(I)[C -I]+ 100 

h2(s)K(s,I)][G(s)]ds+ 

+ 100 

h2 (s)[K(s, C(t)) - K(s, I)][G(s)]ds + w1 (1, C), 
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în care s-au rm în evidenţ;'i termenii liniari pe istorii, dar şi termP
raport cu C - I. 

Observaţia 10. Vom da o estimare pentru valoarea penultimuh 
(56), care decurge din calculele următoare 

11
00 

h2 (s)[K(s, C(t)) - K(s, I)][G(s)]ds 1:s; 

:s; 100 

h2 (s) li [K(s, C(t)) - K(s,I)] 1141 [G(s)] I ds 

:s; (100 

h2(s)(II [K(s,C(t))-K(s,I)] ll4)2ds)112 x 

x(100 

h2(s) I [G(s)] 12 ds)1
12 :s; f II G il(h) (100 

h2(s)< 

pentru orice C cu I C - I I< bi, 

Introducem următoarele notaţii 

T0 = f(I) E Sim, L0 - D f (I) : Sim --t Sim, liniară şi conti 

K 0 : [O,+oo) --t Lin(Sim,Sim) definită prin K 0(s) = h2(s)~ 

pentru orice s E [O, +oo). 

Forma liniarizată obţinută în estimarea. tensiunii, găsită în (. 
definiţia care urmează. 

Definiţia 6. Spunem că un corp este constituit, într-o particulă, 
un material liniar vâscoelastic, cu deformaţii finite, dacă admite o 
constitutivă de forma 

T(x, t) = R(t){T0 + 2L0[E(t)] + /
00 

K 0 (s)[G(s)]ds}RT(t) 
Jo 

cu T 0 , L0 , K 0 , definiţi prin formulele (58), tensorul de deformaţie 
2E(t) = C(t) - I, iar istoria G(s) = (C!(s))R -1. 

Tensorul simetric T0 are semnificaţie de tensiune iniţială, deoar, 
pul este menţinut nedeformat ( C( t) = I, C!( s) = I) în configuraţia s, 
atunci TR(x, t) = T 0 . Prezenţa celui de-al doilea termen are semnif 
portament liniar elastic , în timp ce K0 este un nucleu de relaxar< 
de deformaţia curentă. 

Vom prezenta în continuare o justificare posibilă pentru forma 
constitutive a corpurilor constitutite din materiale liniar vâscoelasi 
deformaţii infinitizimale sau mici. 
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5.5 Vâscoelasticitate liniară, cazul deformaţiilor infinitezimale 

5.5.1 Reprezentări constitutive în vâscoelasticitatea liniară 

Pornim de la reprezentarea constitutivă pentru corpuri constituite din materi
ale liniare vâscoelastice cu deformaţii finite (59) şi introducem ipoteza că, corpul 
suportă numai deformaJii infinitezimale, sau mici. 

Folosim formulele de aproximare, introduse în paragraful 1.6, pentru cazul 
deformaţiilor infinitezimale, pentru tensorii de deformaţie ( (82)i, (82)s, (83)4 ) 

R(t) ~I+ w(t) =I+ 0(8), E(t) ~ E(t), 
(5.60) 

G(s) = (Ct(T))R = RT(t)Ct(T)R(t) ~ 2[(E(T) - E(t))], T = t - s. 

Dacă le introducem în (59) şi ţinem seama de ordinul lor de mârime în raport cu 
8 deducem că 

T(x, t) = T0 + w(t)To - T 0w(t) + 2 L0[E(t)]+ 

+2100 

K0 (s)[E(t - s) - E(t)]ds + 0(82
). 

( 5.61) 

Vom utiliza proprietăţile nucleului de relaxare K0 , menţionate anterior. Din 
(36) 5 scrisă pentru C = I, rezultă că (61) admite reprezentarea 

T(x, t) = T0 + w(t)To - Tow(t) + 2 (Lo -100 

Ko(s)ds) [E(t)]+ 

(5.62) 

ln conformitate cu Observaţia 7. rezultă că există aplicaţia absolut continuă, 
definită prin 

Mo(T) = -2100 

K 0 (s)ds E Lin(Sim, Sim) = X VT E [O, +oo), (5.63) 

cu M0 (0) = -2100 

K 0 (s)ds. Deci 

M0(T) = 2K0(T) a.p.t. 1\10 E L1([0,+oo),X) ş1 

Mo(T) = M0 (0) + 1T M0 (s)ds E Lin(Sim,Sim). 
(5.64) 

Cu noul nucleu M0 , definit în (63), rescriem pe (62) 

T(x, t) = T 0 + w(t)To - T 0w(t) + (2L0 + M 0 (0)) [1:(t)]+ 

+ 100 

Mo(s)[E(t - s)] + 0(82
). 

(5.65) 
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Observaţia 11. Să observăm că aplicaţia M(T) = M 0(7) + 2 L0 are pro
prietăţile nucleului M0 , cu deosebirea că la momentul t = O are o altă valoare. 

In final am obţinut o nouă reprezentare pentru (65) prin intermediul nucleului 
absolut continuu M : 

Suntem în măsură să dăm următoarea definiţie 

Definiţia 7. Spunem că un corp este constituit, într-o particulă a sa X, 
dintr-un material liniar vâscoelastic, cu deformaţii infinitezimale , cu tensiuni 
iniţiale (în configuraţia sa de referinţă), dacă admite o reprezentare constitutivă 
de forma 

T(x, t) =To+ w(t)To -T0w(t)M(0)[f(t)] + 1= M(s)[f(t - s)]ds, (5.67) 

cu T 0 E Sim, iar nucleul M absolut continuu, are proprietăţile 

M : [O, +oo) - Lin( Sim, Sim), 
(5.68) 

Dacă nucleul este definit pe [O, +oo) şi este o funcţie absolut continuă, spunem 
că este un nucleu tare. 

Tensorul micilor deformaţii şi tensorul spin sunt definiţi în (1.78)- (1.80) prin 
partea simetrică şi respectiv partea antisimetrică a gradientului deplasării 

1 
f(t) = f(u)(t) = 2(v'u(t) + v'T u(t)), 

1 
w(t) = 2(Vu(t) + vT u(t)). (5.69) 

Observaţia 12. Să remarcăm că în cazul existenţei tensiunilor iniţiale repre
zentarea constitutivă depinde de istoria tensorului micilor deformaţii, dar şi de 
valoarea curentă a gradientului de deplasare, prin spinul elastic. Tensorul si
metric To reprezintă valoarea tensiunii în corp care corespunde menţinerii lui 
nedeformat, deci cu f(T) = O, V TE R+· 

Definiţia 8. Modelul constitutiv pentru materialul liniar vâscoelastic, cu 
deformaţii infinitezimale , fără tensiuni iniţiale, este descris prin 

T(x, t) = M(0)[f(t)] + 1= M(s)[f(t - s)]ds. (5.70) 

Remarcăm că în acest caz starea de tensiune este determinată numai prin 
istoria până la momentul t a părţii simetrice a gradientului de deplasare. 
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Vom pune în evidenţă semn~fica(ia mecanică a nucleului M. 

Propoziţia 6. Fie un corp vâscoelastic liniar cu deformaţii infinitezimale , 
supus la un proces de deformaţie de tip Heaviside 

pentru T < O, 
pentru T 2: O. 

Starea de tensiune corespunzătoare, pentru t 2: O, se exprimă prin 

T(x, t) = M(O)[i(t)] + 1t M(s)[E(t - s)]ds. 

(5.71) 

(5. 72) 

Demonstraţia este imediată dacă observăm că T = t - s < O este echivalent 
cu s > t deci f(t - s) = O, pentru .î > t. 

Propoziţia 7. Fie o experienţă de relaxare, definită printr-un proces de 
deformaţie de tip Heaviside , dat în (71) cu i( T) = fo. Nucleul M caracterizează 
variaţia în timp a tensiunii în experienţa de relaxare, deoarece 

T(x, t) = M(t)[fo). (5. 73) 

Demonstraţia este o consecinţă a relaţiei (64) ş1 a faptului că, din (72), 
pentru t > O rezultă 

5.5.2 Vâscoelasticitate liniară şi izotropă 

ln cazul deformaţiilor finite, pornind de la definiţia corpului constituit dintr
un material izotrop am dedus condiţii necesare şi sufiente pe care trebuie să 
le satisfacă operatorul constitutiv, pentru ca grupul de simetrie al materialului 
9k(X) în raport cu configuraţia k de referinţă să includă mulţimea transformărilor 
ortogonale. 

1n cazul deformaţiilor infinitezimale conceptul de câmp obiectiv îşi pierde 
sensul. De exemplu în aproximările făcute ( vezi formulele (1.82) din Propoziţia 
15), tensorii de deformaţie B(t) (care este obiectiv) şi C(t) (care este invariant), 
coincid cu ~ I + 2f( t). 

Prin urmare vom postula condiţia de izotropie a operatorului constitutiv, 
obţinută din definiţie în cazul deformaţiilor finite. 

Definiţia 9. Modelul constitutiv pentru materialul liniar vâscoelastic, cu 
deformaţii infinitezimale , fără tensiuni iniţiale, reprezentat prin (70) este izotrop 
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dacă şi numai dacă 

Q{M(O)[t:(t)] + 100 

M(s)[t:(t - s)]ds}QT = 

= M(O)[Qt:(t)QT] + 100 

M(s)[Qt:(t - s)QT]ds, 

(5. 74) 

pentru Q E Ort, şi pentru orice valoare a tesorului de deformaţie t:( -r ). 

Teorema de reprezentare pentru corpul vâscoelastic liniar, cu defor
maţii infinitezimale şi izotrop. Un corp vâscoelastic liniar este izotrop dacă 
şi numai dacă există două funcţii scalare, absolut continue Ă şi µ astfel încât 
nucleul M se reprezintă sub forma 

M(s)[A] = Ă(s) tr A I+ 2 µ(s) A \:/ s E [O, +oo), \:/ A E Sim, 

sau pe componente, într-o bază carteziană fixată 

Mjklm(s) = Ă(s) bjkb/m + µ(s) (8j1bkm + b;m8k1), 

pentru \:/ j, k, l, m E {l, 3}. 

Deci reprezentarea constitutivă (70) se scrie sub forma 

(5.75) 

(5.76) 

T(t) = Ă(O)tr t:(t)I + 2µ(0)t:(t) + 100 

(>.(s)tr t:(t - s) I+ 2µ(s)t:(t - s))ds[5.77) 

numită reprezentarea lui Boltzmann. 

Demonstraţie. Considerăm experienţa de relaxare definită printr-un proces 
de deformaţie de tip Heaviside , dat în (71) cu i(-r) = t:0 fixat , dar arbitrar. In 
Propoziţia 7. am arătat că răspunsul materialului se exprimă sub forma (73). In 
relaţia de definiţie a corpului izotrop (74) introducem deformaţia menţionată, de 
unde va rezulta că 

(5.78) 

Deci pentru \:/ s E [O, +oo) M( s) : Sim --+ Sim este liniară şi izotropă, 
prin urmare din teorema de reprezentare pentru funcţii izotrope (vezi anexa A2), 
rezultă reprezentarea menţionată. Funcţiile scalare au aceleaşi proprietăţi de 
regularitate ca şi funcţia M(s). 

Funcţiile Ă şi µ carcterizează proprietăţile de relaxare ale corpului, µ- în 
experienţe de forfecare , iar 3Ă + 2µ- într-o experienţă de compresiune/ dilatare 
volumică. 

Propoziţia 8. Reprezentarea constitutivă a lui Boltzmann, (77), este echiva
lentă cu o reprezentare decuplată în partea deviatorică şi sferică 

T'(x, t) = 2µ(0)t:'(t) + 2100 

µ(s)t:'(t - s)ds, 

(5.79) 

tr T(x, t) = (3Ă(O) + 2µ(0))tr t:(t) + 100 

(3>.(s) + 2µ(s))tr (t(t - s))ds, 
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cu definiţia clasică pentru deviatorul unui tf.'nsor : t' =· f. - (l /3)tr ( f)I. 

5.5.3 Legi ereditare. Legi de relaxare şi fluaj 

In Definiţia 8. a fost introdusă reprezentarea constitutivă pentru materialul 
liniar văscoelastic, cu deformaţii infinitezimale , fără tensiuni iniţiale. 

Renotăm nucleul de relaxare M = G, iar tensorul micilor deformaţii, c:: 

prin E. 

Dacă nucleul G : [O, +oo) - Lin(Sim, Sim) este presupus funcţie absolut 
continuă, cu G integrabilă pe [O, +oo), conform Definiţiei 4., spunem că este un 
nucleu de relaxare tare. 

Presupunem că B este constituit dintr-un material vâscoelastic liniar, carac
terizat pritr-o reprezentare constitutivă ( cu un nucleu de relaxare, tare), dată în 
(70) sub forma 

T(t) = G(0)[E(t)] + 100 

G(s)[E(t - s)]ds = .Ca(E)(t), (5.80) 

pentru Vt > O. 

Reprezentarea constitutivă este numită şi lege ereditară de relaxare, lege vâsco
elastică de relaxare, sau reprezentare integrală de tip relaxare. 

Definiţia 10. Spunem că un corp B este văscoelastic de tip relaxare dacă 
admite o reprezentare constitutivă de forma (80) şi un corp 8 este vâscoelastic 
de tip fluaj dacă admite o reprezentare constitutivă de forma 

E(t) = J(0)[T(t)] + 100 

j(s )[T(t - s )]ds = .C~(T)(t). (5.81) 

Aici J : [O, +oo) - Lin( Sim, Sim) este o funcţie absolut continuă, cu 
simetriile din (68) şi defineşte un nucleu de fluaj, tare. 

Observaţia 13. Vom considera în domeniile de definiţie, pentru (81), procese 
de tip Heaviside, deci T( T) = O V T < O _ Atunci reprezentarea constitutivă 
devine 

E(t) = J(0)[T(t)] + 1t j(s)[T(t - s)]ds = .C~(T)(t). (5.82) 

Se pune problema determinării condiţiilor în care un corp vâscoelastic de 
tip relaxare poate fi caracterizat, în acelaşi timp, drept un corp vâscoelastic de 
tip fluaj. Prezentăm o teoremă datorată lui Gurtin şi Sternberg [1962]. 

Teorema 5. Fiind dată o lege vâscoelastică de tip relaxare .Ca cu un nucleu 
G- tare, există o lege vâscoelastică de tip fl,uaj .Cj dacă şi numai dacă 
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G(0)J(0) = l4, 

G(o)j(t) + G(t)J(O) + (G * j)(t) = o a.p.t., 

unde produsul de convoluţie din (83) este definit prin 

(G * j)(t) = 1t G(s)j(t - s)ds, 

iar Li reprezintă identitatea în spaţiul tensorilor de ordinul patru. 

(5.83) 

(5.84) 

Demonstraţie. Vom demonstra că (83) sunt condiţii necesare. Fie procesul 
de deformare definit prin legea de tip fluaj (81) 

E = .Cj(T) astfel încât T = .Ca(E), (5.85) 

pentru V T de tip Heaviside , din domeniul de definiţie pentru .Cj. 

Rescriem condiţia (85) prin intermediul reprezentărilor (80) şi (81) sub forma 

T(t) = G(0)[J(0)T(t)] + G(0) 100 

j(s)[T(t - s)]ds+ 

(5.86) 

+ 100 

G(s)J(O)[T(t - s)]ds + 100 

G(s){1t j(u)[T(t- s - u)]du}ds 

şi folosim Observaţia 13. Aplicând o teoremă de tip Foubini se rescrie (86) într-o 
formă echivalentă 

T(t) = (G(0)J(0))[T(t)]+ 

+ 1t {G(o)j(s) + G(s)J(O) + (G * j)(s)}[T(t - s)]ds. 
(5.87) 

Deoarece relaţia este adevărată pentru orice proces T deducem (vezi Ex. 18. şi 

Propoziţia 7.) că., prin alegerea T = T 0h, cu h funcţia lui Heaviside, din (87) 
se obţine 

To= (G(0)J(0))To VT.o E Sim 

Astfel G(O)J(O) = 14 ,deci se obţine prima condiţie din (83). 

Dacă introducem pe (88) În (87) avem 

(5.88) 

1t {G(O)j(s) + G(s)J(O) + (G * j)(s)}[T(t - s)]ds = o. (5.89) 
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Deoarece istoria Tt(s) = 'f(l - s) Vs~ O este arbitrară obţinem că integrantd 
este nul, cu alte cuvinte avem şi a doua relaţie din (83) demonstrată. 

Reciproca se obţine imediat urmând raţionamente similare bazate pe formula 
(86). 

Observaţia 14. Din condiţia (83) 1 a rezultat că, în mod necesar pentru ca un 
corp vâscoelastic descris printr-o lege de tip relaxare să admită şi o reprezentare de 
tip fluaj trebuie ca valoarea la momentul iniţial a nucleului de relaxare G(O) să fie 
inversabilă, ca tensor de ordinul 4. Deci, în mod necesar, există G(0t1 = J(O). 

Observaţia 15. Condiţia (83)2 , ca o consecinţă a primei condiţii, se va 
rescrie sub forma 

V(s) = U(.s) - (V* U)(s) a.p.t. s E R+ unde, 
(5.90) 

U(.s) = j(s)(J(O)t1
, V(s) = -(G(0)t1 G(s). 

Deoarece G este un nucleu tare rezultă că V : [O, +oo) ---. Lin(Sim, Sim) 
este integrabilă pe R+. 

Se pot formula condiţiile în care ecuaţia integrală (90) admite soluţie unică. 

Teorema 6. Fiind dată o reprezentare de tip relaxare există o unică lege de 
tip fluaj asociată, dacă 

li V Iii= 100 

I V(s) I ds < 1, cu V(s) = -(G(0))-1 G(s). 

Demonstraţie. Ca o consecinţă a Teoremei 5. este suficient să demonstrăm 
că ecuaţia integrală din (90)i, rescrisă sub forma 

V(t) = V(t) + 1t V(t - s)V(s) ds, (5.91) 

admite o soluţie unică. Soluţia ecuaţiei (91) se determină prin metoda aproximaţii
lor succesive 

Uo(t) = V(t), 

Seria 
00 

L(V*. .. *V), 
n=l--.,,_--

n 

este convergentă în L1 (R+), deoarece 

(5.92) 
V k ~ O. 

(5.93) 

k k li V li 
li ~~ll1< ~ li (V*···*V) Iii~ 1-11 v

1

11i 
p 
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~i prin ipoteză li V Iii< l. 
00 

Din (92) cu demonstrarea convergenţei seriei (93) rezultă că L (V* ... * V) 
n=l 

este soluţie a ecuaţiei integrale (91). 

Unicitatea se deduce imediat. Dacă presupunem că :3 U 1 , U 2 soluţii distincte 
pentru (91). Deci 

cu j =1,2. Atunci 

U(t) - (V* U)(t) = o (5.94) 

pentru D = U 1 - U 2 =/:- O. Evaluând normele în L1(R+) din (94) obţinem că 

li D li I :s; li V Iii li D Iii cu li D Iii =I- o 

Rezult că li V 1'12: 1, ceea ce contrazice ipoteza că II V Iii< 1. 

Incheiem cu observaţia că nu orice reprezentare vâscoplastică de tip relaxare 
poate fi privită ca o reprezentare de tip fluaj. Această problemă va fi discutată 
prin câteva exemple în cazul reprezentărilor unidimensionale. 

Există o bogată literatură dedicată problematicii materialelor vâscoelastice 
liniare, cu deformaţii infinitezimale, formulari de probleme mecanice şi modalităţi 
de abordare. Trimitem pentru un studiu aprofundat şi pentru informaţii bibli
ografice la Gurtin, Stcrnberg [1962], Leitman, Fisher [1974], Kecs, Teodorescu 
[1975]. 

5.5.4 Problema cu date iniţiale şi la limită 

pentru materiale vâscoelastice liniare 

Fie n c Rn domeniu mărginit , cu n = 2 sau n = 3 şi âD. frontiera sa. Să 
se determine câmpurile de deplasare şi de tensiuni 

u: n x R--+ R3, 

T: f! X R--+ Sim = R 6
, 

cu u(•, T) = O , T(•, T) = O pentru V T < O, care verifică în n, pentru 
V t E [O, t1 ) ecuaţiile de mişcare 

div T(X, t) + p0b(X, t) = p0 ii(X, t), (5.95) 

reprezentarea constitutivă pentru materiale vâscoelastice 
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T(X, t) = M(O)[t(t)] + lt M(s)[t(t - s)]ds, 

relaţiile geometrice 

1 
t(X, t) = 2(\7u(X, t) + \7T u(X, t)), 

condiţiile pe frontiera domeniului 

T(X, t)n(x) lr2 = f(X, t), 

(unde an= r1 U r 2 ) şi condiţiile iniţiale 

u(X, O) = u0(X), ~~ (X, O)= u.0 (X) 'v' X E n. 

In Duvaut, Lions [1972] sunt demonstrate, cu tehnici de inegalităţi variaţionale, 
teoreme de existenţă şi uicitate pentru problemele dinamice şi staţionare. Sunt 
prezentate problemele în cadrul constitutiv al vâscoelasticităţii liniare, pentru 
materiale cu memorie de lungă durată sub forma (70). Se consideră şi cazul 
materialelor cu memorie de scurtă durată, descrise constitutiv prin 

T(X, t) = Ao t(X, t) + A 1 i(X, t), (5.96) 

în care A0 , A 1 sunt tensorii de ordinul 4, care generalizează, la cazul tridimen
sional, reprezentarea de tip diferenţial asociată modelului unidimensional Kelvin
Voigt ((132) din paragraful 5.6.2). 

In formulările statice membrul drept din (95) este zero şi nu se mai asociază 
condiţii iniţiale. 

5.6 Modele vâscoelastice unidimensionale 

5.6.1 Echivalenţa reprezentărilor de tip diferenţial şi integral 

In acest paragraf vom demonstra, într-o variantă proprie, câteva dintre rezul
tatele principale prezentate de Gurtin şi Sternberg [1962], care pun în evidenţă 
condiţiile în care avem echivalenţa între reprezentări constitutive de tip integral, 
de tip Boltzmann, şi reprezentări de tip diferenţial. Ne plasăm în cadrul teoriei 
corpurilor vâscoelastice liniare, cazul deformaţiilor infinitezimale şi vom considera 
procese unidimensionale. 

Exemple de reprezentări constitutive de tip diferenţial şi modalităţile de deter
minare ale acestora, în cazul stărilor de tensiune şi de deformaţie unidimensionale, 
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vor fi prezentate §i discutate în paragraful următor 5.6.2. Se \Or pune în evidenţă 
rezultatele discutate în acest paragraf. 

Forma reprezentărilor de tip integral este dedusă din reprezentările constitu
tive de tip Boltzmann, tridimesionale, (77) în ipoteza că starea de deformaţie 
este descrisă printr-o istorie a procesului de deformare în care variază o singură 
componentă, celelalte fiind nule. Ca răspuns materialul va suporta o tensiune cu 
o singură componentă nenulă, dacă se consideră că până la un anumit moment, 
t = O, tensiunea şi deformaţia sunt nule. 

Rezultatele discutate în acest paragraf se pot extinde pentru materiale vâsco
elastice liniare şi izotrope, având în vedere că se produce o decuplare ( vezi formula 
(79) din Propoziţia 8.) în descrierea comportamentului de forfecare de cel de tip 
dilatare/ compresiune. 

Reprezentări constitutive de tip diferenţial 

Fie operatorii de tip diferenţial (sau polinoame de tip diferenţial) : 

N dk N dk 
P(D) = LPk dtk şi Q(D) = L qk dtk' cu Pk, qk E R. 

k=O k=O 
Definiţia 11. Spunem că perechea de operatori diferenţiali este de ordinul 

N, dacă PN =/- O sau QN =/- O. Notăm o perechea de operatori diferenţiali de 
ordinul N prin [P(D), Q(D)]N 

Dacă PN =/- O, atunci perechea este de tip relaxare, iar dacă QN =/- O, atunci 
perechea este de tip fluaj. 

Amintim că în clasa proceselor de tip Heaviside a fost introdusă clasa 

HN = {<P: R - R I </>(r) = O Vr <O, </> l[o,+oo)E cN([O,+oo))} (5.97) 

Definiţia 12. Fie perechea de operatori diferenţiali de ordinul N [P(D), Q(D)]N

Spunem ca perechea (o-, t:) E HN x HN satisface reprezentarea constitutivă 
de tip diferenţial dacă 

P(D) o-= Q(D)t {=} 

N N 

L Pk O"(k)(t) = L Qk E(k>(t) V t > o 
k=O 

Unde am folosit notaţia 
k=O 

(5.98) 

(5.99) 

Definiţia 13. Fie o-, t: E HN. Prin definiţie perechea (o-, t:) satisface condiţiile 
de racordare a datelor iniţiale, dacă datele iniţiale sunt legate prin relaţiile 

N N L Pr O"(r-k)(o) = L Qr f:(r-k)(o) V k E {1, N} (5.100) 
r=k 
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Definiţia 14. Pentru procese unidimensionale o reprezentare constitutivă de 
tip integral este dată prin 

o-(t) = G(O) t:(t) + 1t G(r) t:(t - r)dr = .Ca(t:)(t) 

V t > O , unde G este nucleul de relaxare, 

sau este dată. sub forma 

t:(t) = J(O) o-(t) + 1t i(r) a(t - r)dr = .C1(0-)(t) 

V t > O, unde J este nucleul de fluaj. 

(5.101) 

(5.102) 

Observaţia 16. 1n ipoteza că G E //1 şi respectiv J E H1 atunci 
reprezentările constitutive sunt bine definite pentru procesele f si respectiv 
o- E H0. Reprezentarea (101) se va numi de tip relaxare, iar (102) se va numi de 
tip fluaj. 

Notam prin h- funcţia lui Heaviside 

h( x) = { O dac~ x < O 
1 claca x ~ O 

Propoziţia 9. Dacă ( a, t:), cu f = h satisface reprezentarea de tip integral 
(101) , atunci a= G. 

Demonstraţia este imediată. 

Observaţia 17. Rezultă că nucleul de relaxare G reprezinta variaţia în timp 
a tensiunii, într-o experienţa în care deformaţia este menţinută constantă la o 
valoare egală cu unitatea , de la momentul t = O. Deci facem o experienţă de 
relaxare. 

Teorema 7. Fie o reprezentare constitutivă de tip integral a = .Ca(t:), în 
care 

b) :3 qo, Pr E R, O ~ r ~ N, PN f O, astfel încât (5.103) 

c) P(D) G = qo 

Dacă perechea (a, t:) E HN x HN satisface reprezentarea integrala a= .Ca(t:) 
atunci 

1) ( a, f) va satisface reprezentarea diferenţială 

P(D) a= Q(D)t cu, 

N 

qk = L Pr Q(r-k)(o) k E {1, N}; 
(5.104) 

r=k 
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2) ( :•, c) :-.atisfoc .;onditiile de racordare a datelor iniJi,,,,le (100). 

Demonstraţie. 1) Pornim de la reprezentarea integrală (101) scrisă sub 
forma echivalentă 

a(t) = G(t) c:(O) + 1t G(t-'- r) t(ll(r)dr Vt > O. (5.105) 

Calculăm derivatele de ordinul n ~ l ale funcţiei a exprimată cu ajutorul 
funcţiei c: E HN prin intermediul relaţiei (105). Prin inducţie se demonstrează 
formti.la de calcul 

pentru orice n care verifică condiţiile 1 :::; n :::; N. 

Folosind formulele din (106) calculăm P(D) cr la momentul t > O fixat 

N N N n 

LPn a(nl(t) = (LPnG(nl(t)) c:(O) + LLPnG(n-1\0) t<1\t)+ 
n=O n=O n=l l=I 

(5.107) 

N n 

= qo t(O) + L L PnG(n-l)(o) t(l)(t) + qo (t(t) - t(O)) 
n=l l=I 

Ultima egalitate este o consecinţa a faptului că nucleul din reprezentarea 
integrală este de o formă particulară, mai precis este o soluţie pentru ecuaţia 
diferenţiala scrisă în ipoteza c). 

In (107) apare o sumă dublă, după un număr finit de indici. Efectuăm schim
barea ordinii de sumare şi deducem egalităţile 

N n N N 

LLPnG(n-l)(o) t(ll(t) = L (LPnG(n-1l(o))c:<1l(t) = 
n=l l=l l=l n=I 

(5.108) 
N 

= L q1 c:(')(t) = Q(D) t(t). 
l=I 

De data aceasta am introdus, prin intermediul relaţiilor {104), constantele 
qk, l :::; k :::; N, care se definesc prin constantele Pn introduse în ipoteza b) şi 
prin condiţiile iniţiale asociate lui G, funcţie dată prin ipoteză, cu proprietăţile 
menţionate. 
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2) Vrem să demonstrăm că rezultă condiţia de racordare a condiţiilor iniţiale, 
(100), pe care o scriem într-o formă echivalentă 

N-k N-k 

L Pn+k O"(n)(o) = L qn+k f(n\o) V k E {1, N} (5.109) 
n=O n=O 

care se obţine prin translaţia r - k = n, pentru fiecare k fixat. 

In membrul stâng al formei (109) apar derivatele o-(n)(O), care pot fi obţinute 
ca o consecinţă a reprezentării de tip integral, acceptată în ipoteză. Din formula 
(106), prin trecere la limită, t ~ O, deducem următoarele relaţii între condiţiile 
iniţiale pentru perechea ( o-, t:) considerată 

n 

u<n)(o) = Q(n)(O) t:(O) + L c(n-l)(o) t:U>(o) V n: 1 S n S N, 
1=1 

(5.110) 

o-(0) = G(O) E(O). 

Pe de altă. parte să remarcăm că în membrul drept al formulei (109) apar 
constantele qk, k E {1, N}, introduse prin (104)z pe care le rescriem, efectuînd 
translaţia indicelui de sumare r - k = n, pentru fiecare k fixat. Relaţiile (104)2 
devin 

N-k 

qk = L Pn+k cn(o) k E {1, N}. (5.111) 
n=O 

Calculăm suma din membrul stâng al relaţiei ( 109), prin intermediul relaţiilor 
(110), punând în evidenţă termenii care conţin derivatele de ordin zero, adică 
valorile funcţiilor calculate în t = O. Astfel 

N-k N-k 

L Pn+k O"(n)(o) = PkG(O)E(O) + L Pn+k c(n)(o) t:(O)+ 
n=O n=l 

(5.112) 
N-k n 

+ L Pn+k L Q(n-l)(o) il)(o). 
n=l l=l 

Coeficientul lui t:(O) este tocmai qk, conform relaţiei (111). In celălalt grup de 
termeni vom schimba din nou ordinea de sumare 

N-k N-k N-k 

L Pn+k O'(n)(o) = qkE(O) + L ( L Pn+kc(n-l)(o)) i 1)(0) = 
n=O 

N-k N-(l+k) 

= qkE(O) + L ( L Pm+(l+k)c<m\o)) f(l)(o). 
l=l m=O 
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lu ultima egalitate am schimbat indiceie de sumare n prin m legaţi prin relaţia 
n - l = m, pentru fiecare l fixat. Folosim încă o dată relaţiile (111) de definiţie 
a constantelor qr pentru r E { 1, N} şi rescriem relaţia anterioară astfel 

N-k N-k 

L Pn+k O"(n)(o) = q(k)f(0) + L qk+l €(/)(o). 
n=O l=l 

Aceasta reprezintă relaţia (109) care este echivalentă cu condiţia de racordare a 
datelor iniţiale. 

Vom demonstra acum Teorema 8. care este o reciprocă a anterioarei. 

Teorema 8. Fie reprezentarea diferenţială (98) 

P ( D) o- = Q ( D) f cu N > 1, 

cu condiţiile iniţiale racordate prin relaţiile (100). 

Fie G E HN soluţia ecuaţiei diferenţiale de ordinul N 

P(D) G = qo, 

care satisface condiţiile iniţiale 

G(0) = ~, 
Pl 

dacă N = 1 , sau 

G(0) 
' PN 

r-1 

Q(r)(O) = -1 
[qN-r - LPN-r+n Q(n)(o)] Vr E {1, N - 1} 

PN n=O 

dacă N > 1. 

(5.113) 

(5.114) 

(5.115) 

Dacă (u, t:) E HN x HN verifică reprezentarea de tip diferenţial (98) şi 
condiţiile iniţiale racordate (100), atunci (u, f) verifică reprezentarea integrală 
(101), deci pentru V t > O 

u(t) = G(0) E(t) + 1t G(r) E(t - r)dr. 

Demonstraţie. Fie o pereche (u, t:) E HN x HN care verifică reprezentarea 
(98), cu condiţiile iniţiale racordate (100). 

Cu funcţia de deformaţie t: E HN din perechea anterioară construim funcţia 

O(t) = G(0) t:(t) + 1t G(r) E(t- r)dr, 
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definită pentru V t > O , în care nucleul G este soluţia. problemei Cauc!--i_y (113) 
cu (114), sau respectiv (115). 

Am obţinut o pereche (O, f) E HN x HN care verifică reprezentarea integrală 
(101) , conform relaţiei (116). 

Dacă arătăm că O = a obţinem afirmaţia din enunţul teoremei. 

Vom utiliza în mod esenţial Teorema 7. Pentru aceasta vom arăta că din 
condiţiile iniţiale pentru funcţia G, (114), sau respectiv (115), se deduc relaţiile 
între q," Pn şi derivatele funcţiei G, până la ordinul N - 1, inclusiv, calculate 
1Il t = o. 

Pentru N > 1 relaţiile (115) sunt echivalente cu 

qN = G(O)pN şi 

r-1 

qN-r = PN c(r)(O) + LPN-r+n c(n)(o) Vr E {1,N -1}, 
(5.117) 

n=O 

sau dacă schimbăm indicele r în k prin relaţia k = N - r , 

N-(k+l) (5.118) 
qk =pNG(N-k)(O)+ L Pk+nc(n)(o) VkE{l,N-1}. 

n=O 

Comparăm (118) cu (104) şi constatăm că acestea sunt identice, dacă schimbăm 
indicele n de sumare cu r prin relaţia r = n + k, pentru fiecare valoare a lui 
k, fixată. Astfel (118) devine 

qN = G(O)pN §1 

N-1 N 

qk = PN G(N-k)(O) + L Pr c(r-k)(o) = LPr c(r-k)(o) V k E {1, N - 1}, 

ceea ce este echivalent cu (104). 

Astfel putem aplica Teorema 7. perechii (O, f) E HN x HN care verifică 
reprezentarea integrală (101) (în care nucleul G este soluţia Problemei Cauchy 
{113), (115)), deoarece conform celor demonstrate anterior condiţia {104) este 
satisfăcută. 

Rezultă că (O, E) verifică reprezentarea de tip diferenţial ( 104) şi condiţia de 
racordare a datelor iniţiale (100). Deci 

P(D) O = Q(D) f, 

N N 

L Pr o(r-k)(o) = L qT f(r-k)(o) V k E {1, N}. 
r=k r=k 
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Reamintim că perechea (O,() c_.:, fost construită cu procesul de deformaţie E, 

dintr-o pereche (u, t) care satisfăcea enunţul teoremei (adică (98) şi (100)). 

Introducem funcţia x = () - u care satisface 

N 

P(D)x(t) = L PkX(k)(t) = O, 
k=O 

N 

LPr x<r-k)(o) = O V k E {1, N}. 
r=k 

(5.119) 

Vom arăta că din (119)2 obţinem condiţiile iniţiale nule pentru funcţia x. 
Pentru demonstraţie particularizăm succesiv valorile lui k în (119)2. 

Fie k = N atunci PN x(O) = O, deci x(O) = O deoarece PN =/:- O. 

Fie acum k = N-1 atunci PNx( 1>(o)+PN-I x(O) = O cu x(O) = O. Vom obţine 
deci şi x(I>(o) = O. Prin recurenţă deducem că x<r>(o) = O, cu r = O, ... , N - 2. 
Din (119)2, scrisă pentru k = 1, rezultă că PN x(N-I)(O) = O. Deoarece PN =/:- O 
avem şi ultima condiţie iniţială x(N-l)(O) = O. 

Am arătat că funcţia x = () - u este soluţia ecuaţiei diferenţiale liniare, 
omogene (119)i, cu coeficienţi constanţi, de ordinul N şi, în plus, satisface 
condinţii iniţiale nule , xU>(o) = O, pentru j E {O, N - l}. Din unicitatea 
soluţiei Problemei Cauchy formulate obţinem x = () - u = O. Rezultă deci 
coincidenţa celor două funcţii () = u definite pentru Vt > O. Astfel am arătat că 
perechea ( u, t) este legată prin reprezentarea integrală (101 ). 

Teorema 9. Presupunem că reprezentările de tip integral şi diferenţial sunt 
echivalente, în sensul că V( u, t:) care verifică reprezentarea de tip integral (101 ), 
verifică şi reprezentarea de tip diferenţial (98) pentru t > O şi reciproc. 

Atunci nucleul de relaxare G este soluţie pentru ecuaţia diferenţială cu 
coeficienţi constanţi 

P(D) G = qo. (5.120) 

Demonstraţie. Presupunem că avem o pereche care satisface reprezentarea 
de tip integral. Fie aceasta (G, h), conform Propoziţiei 9. Atunci satisface şi 
reprezentarea de tip diferenţial pentru t > O. Deoarece h E HN cu h(t) = 1, ... , 
h(k)(t) = O, pentru V t > O, şi V k ~ 1, număr natural, obţinem că P(D) G = 
Q(D) h = q0 , pentru V t > O. 

Observaţia 18. Reprezentările de tip integral ( de tip relaxare) şi cele de 
tip diferenţial pot fi echivalente, conform Teoremei 9. numai dacă nucleele de re
laxare, care caracterizează reprezentă.rile de tip integral sunt date de soluJiile unor 
ecuaJii diferenJiale cu coeficienJi constanJi, generate de polinoamele diferenţiale. 

In general reprezentă.rile de tip diferenţial şi integral nu sunt echivalente. 

1n cele ce urmează vom aduce argumente pentru înţelegerea condiJiei de racor
dare a datelor iniJiale, care a fost asociată reprezentării de tip diferenţial. 
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Pentru aceasta vom avea nevcie de introducerea transformării Laplace. 

Definiţia 15. Spunem că o funcţie f : [O, +oo) ---+ X cu X = R sau C este 
un element în O(exp(s0 t)), s0 E R, pentru t-+ +oo dacă I f(t) l:S Mexp(s0 t) 
pentru t -+ +oo. 

Definiţia 16. Transformata Laplace pentru funcţia f : [O, +oo) ---+ X este 

.C(f)(s) = /(s) = 100 

exp(s t) J(t)dt Vs E C cu Re(s) > s0 • (5.121) 

Pentru utilizarea celor două definiţii, în cadrul prezentat aici, este suficient să 
considerăm funcţiile f E HN n O(exp(s0 t)) pentru t-+ +oo 

Observaţia 19. Transformata Laplace pentru funcţiile cu proprietăţile an
terioare există în semiplanul complex definit prin { s E C I Re( s) > s0 }. 

Amintim două rezultate privind calculul transformatelor Laplace 

1) pentru derivata unei funcţii 

şi 2) pentru produsul de convoluţie a două funcţii ( h(t) = 1t G(t-T )g( T)dt), 

.C(h)(s) = .C(G)(s) .C(g)(s) Vs E C cu Re(s) > s0 . 

Aici s0 = max(s 1 ,s2 ) dacă G E O(exp(s1t)) şi g E O(exp(s2 t)) pentru t-+ +oo. 

Teorema 10. Presupunem că reprezentarea de tip integral (101) 

(5.122) 

V t > O este echivalentă cu o reprezentare de tip diferenţial (98) 

N N 

LPk cr(k)(t) = Lqk f(kl(t) Vt > O. (5.123) 
k=O 

Atunci (a, l), transformatele Laplace ale perechii ( cr, t), care satisface reprezen
tările (122) şi respectiv (123), sunt astfel încât au loc simultan (124) şi (125), 
scnse mat JOS 

a(s) = s G(s) l(s) Vs E C, cu Res > s0 (5.124) 

ŞI 

l N N N 

P(s) a(s) - -:; L sn{LPk cr(k-n)(o) - L qk f(k-nl(o)} = Q(s) l(s), (5.125) 
n=l k=n k=n 
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N N 

unde P(s) = LPkSk şi respectiv Q(s) = Lqksk sunt polinoamele în variabilă 
k=O k=O 

complexă s E C, generate de polinoamele diferenţiale care definesc reprezentarea 
(123). 

Demonstraţie. Presupunem că u, f, G E HN nO(exp(s0 t)), pentrut ~ -too. 

Fie reprezentarea de tip integral (122) scrisă într-o formă echivalentă, (105). 
Ii vom aplica transformarea Laplace, ţinând seama de liniaritatea ei şi de pro
prietăţile menţionate în Observaţia 19. Deducem că 

.C(u)(s) = .C(G)(s) f(O) + .C(G)(s) .C(f(l))(s) = s .C(G)(s).C(f)(s). 

Deci am dedus formula ( 124). 

Pe de altă parte, aplicăm transformata Laplace reprezentării de tip diferenţial. 
Din liniaritatea transformării şi formula de calcul 1), aplicată recurent, deducem 
că transformata Laplace a membrului stâng este 

N 

.C(P(D) a)(s) = LPk .C(a(k))(s) = 
k=O 

(5.126) 
N N k-1 

= LPk sk.C(u)(s) - LPk L sr (T(k-l-r)(o). 
k=O k=l r=O 

ln a doua sumă schimbăm indicele de sumare r în n definit prin relaţia 
n = r + 1 şi obţinem că 

l N k l N N -:; L Pk L sn u<k-n) (O) = -; L sn ( L Pk CT(k-n) (O)), 
k=l n=l n=l k=n 

(5.127) 

după ce am schimbat ordinea de sumare. Din (126) cu (127) găsim expresia 
transformatei Laplace pentru P(D) u. Similar formulelor (126) şi (127) calculăm 
transformata Laplace pentru membrul drept. Rezultă formula (125). 

Observaţia 20. Presupunem echivalenţa reprezentărilor de tip integral şi 
diferenţial. Din ( 124) şi ( 125) prin eliminarea lui a- deducem o relaţie în care 
putem considera E, transformata Laplace pentru f E HN, arbitrar 

- 1 N 
[s P(s) G(s) - Q(s)] E(s) =-:; L sn { } 

n=l 
condiţii iniţiale racordate 

(5.128) 

Dacă, condiţiile iniţiale sunt racordate prin formulele (100) atunci deducem că 
transformata Laplace a funcţiei de relaxare este definită prin polinoamele de vari
abilă complexă, asociate operatorilor diferenţiali, aşa cum rezultă din egalitatea 
funcţiilor meromorfe 

- Q(s) 
G(s) = s P(s)" (5.129) 
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Pres11.punem că nu avem condiţiile iniţiale racordate. Fie un proces E E HN, 
arbitrar fixat. Atunci în ( 128) alegem setul de valori iniţiale pentru a astfel 
încă.t condiţiile iniţiale aflate în membrul drept să. se anuleze. Deducem din nou 
legă.tura (129). Revenind în (128) se anulează membrul stâng şi deducem că, în 
mod necesar condiţiile iniţiale trebuie să se anuleze. 

Observaţia 21. Dacă. se consideră. o reprezentare constitutivă. de tip fluaj se 
obţin rezultate asemănătoare schimbându-se formal tensiunea cu deformaţia, în 
cazul problemei de echivalenţă. dintre modelele de tip integral şi diferenţial. 

5.6.2 Modele reologice 

1n acest paragraf vom aduce o motivaţie pentru reprezentări constitutive de 
tip diferenţial în vâscoelasticitatea liniară., pe cazul deformaţiilor in:finiteziamle şi 
unidimensionale. 

S-a dezvoltat o întreagă literatură. privind descrierea constitutivă a unor clase 
de materiale pornind de la ideea suprapunerii efectelor vâscoase şi elastice, în 
reprezentări unidimensionale. 

Modelele reologice au la bază. modelele elementare : 

- elastic, căruia i se asociază. reprezentarea constitutivă a = E E, 

- vâscos, caracterizat prin reprezentarea a = 71 i.. 

E- reprezintă modulul lui Young şi 71- constanta de vâscozitate, acestea 
sunt constante de material, iar c- reprezintă deformaţia şi a- tensiunea. 

1n cazul micilor deformaţii reprezentarea constitutivă menţionată pentru cor
pul liniar vâscos este justificată în cazul unidimensional, deoarece în cazul micilor 
deformaţii D = 1/2('\lv + 'VT v) ~ i. = 1/2('\lu + 'VT u), în conformitate cu 
formulele ( 1.84), din paragraful 1.6. 

Modelului elastic i se asociază o schemă grafică, simbolizând un resort, iar 
modelului vâscos i se asociază o schemă grafică., simbolizând un piston. Reprezen
tările grafice vor fi menţionate în figura 5.1 a). 

Modelele reologice se definesc ca o combinaţie de elemente elastice şi vâscoase 
legate în serie şi / sau în paralel. 

Prin formalismul, pe care-l explicăm în continuare, punem în corespondenţă 
unui model reologic o reprezentare constitutivă de tip diferenţial. 

Se consideră două elemente, caracterizate prin perechile ( a 1 , t:1 ) şi respectiv 
(a2, €2). 

Definiţia 17. Dacă cele două elemente sunt legate în serie atunci modelul 
rezultat este caracterizat prin starea de tensiune şi de deformaţie ( u, E) în care 
tensiunea o- = u1 = 0-2, iar deformaţia E = t:1 + E2. 

Dacă cele două elemente sunt legate în paralel atunci modelul rezultat este 
caracterizat prin starea de tensiune şi de deformaţie ( u, E) în care tensiunea 

190 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



u = u 1 + u2 , iar deformaţia t = t 1 = t 2 • 

Modelul Maxwell este modelul reologic rezultat prin considerarea a două el
emente unul elastic (E, u 1 , ti) şi unul vâscos (T/, u 2 , t 2), legate în serie, reprezentat 
în Fig. 5.1 b). 

cr 

t. 

a) 

Fig. 5.1 

G"" 

o
h) 

E 'l 

c) 

Propoziţia 10. Reprezentarea. constitutivă asociată modelului Maxwell este 

(J (J • -+- = €. 
E T/ 

Demonstraţie. Conform ipotezelor enunţa.te 

u1 = E t1 elastic, u2 = r, i:2 vâscos, 

Avem 5 reia.ţii pentru 6 cantităţi, deci eliminând pe u;, t; cu J 
rezulta reprezenta.rea de tip diferenţial asociată modelului. 

(5.130) 

(5.131) 

1,2 va 

Modelul Kelvin - Voigt este modelul reologic rezultat prin considerarea a 
două elemente unul elastic (E, u1 , ti) şi unul vâscos (T/, u2 , t 2 ), legate în paralel, 
reprezentat în Fig.5.1 c). 

Propoziţia 11. Reprezentarea constitutivă asociată modelului Kelvin - Voigt 
este o reprezentare de tip diferenţial, de ordinul 1 

u = E t + T/ i. (5.132) 

Demonstraţie. Din ipoteze avem relaţiile 

u1 = E t1 elastic, u2 = T/ f2 vâscos, 
(5.133) 

pentru 6 cantităţi lega.te prin 5 relaţii scala.re. Din eliminarea mărimilor u;, 
cu j = 1, 2 se deduce reprezenta.rea de tip diferenţial asociată. modelului. 

t· J 
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Observaţia 22. Modelul Maxwell este caracterizat prin 

1 1 
qi = 1 /:- O, qo = O, Pi = E =/- O, Po = ;;· Astfel N = 1. Modelul este de tip 

relaxare, dar şi de tip fluaj. 

Condiţia de racordare a datelor iniţiale (100) este 

u(O) = E t:(O). (5.134) 

Semnificaţia acestei relaţii este evidentă. Dacă la momentul iniţial corpul 
suferă o deformaţie bruscă, instantanee, de la O la t:(O) /:- O, atunci în corp se 
produc tensiunile care corespund unui corp elastic. Deci datele iniţiale sunt legate 
printr-un răspuns elastic. 

Observaţia 23. Modelul Kelvin - Voigt este caracterizat prin 

qi = TJ /:- O, qo = E, Pi = O, Po = 1. Acest model este de fluaj, dar nu descrie 
proprietăti de relaxare, si N = 1. 

Condiţia de racordare a datelor iniţiale (100) este 

Pi o-(0) = qi t:(O) <==> t:(O) = O. (5.135) 

Propoziţia 12. Fie un proces de deformare de tip Heaviside, în H 1
, carac

terizat prin t ---+ t:( t) , pentru Vt ~ O. 

Dacă se consideră condiţia iniţială u(t) lt=o= u(O), atunci răspunsul materi
alului descris printr-un model Maxwell este caracterizat prin 

E 
u(t) = (a(O) - E t:(O))exp{--(t)} + E t(t)-

11 

E21t E -- t(s)exp{--(t - s)}ds. 
,,, o .,, 

(5.136) 

Demonstraţie. Reprezentarea se deduce din integrarea ecuaţiei diferenţiale, 
(130) neomogenă cu coeficienţi constanţi, în necunoscuta o-, pentru deformaţia 
t:(t) dată. 

Observaţia 24. ln relaţia (136) avem o dependenţă de tip integral, dar care 
conţine datele iniţiale ale tensiunii şi ale deformaţiei, dacă acestea nu sunt legate 
printr-un răspuns elastic, de forma (134). 

Dacă în (136) considerăm condiţiile iniţiale legate prin (134) şi facem schim
barea de variabilă u = t - s rezultă că 

E 
:lG(u)=Eexp(--u) Vu~0 §1 .,, 

u(t) = G(O) t(t) + 11 

t(t - u) G(u)du. 
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Deci a re7ultat o reprezentare constitutivă de tip integral cu nucleul de re
laxare G. Această reprezentare este un caz particular al uneia dintre primele 
reprezentări integrale, cunoscută în literatură ca reprezentarea constitutivă a lui 
Lodge ( vezi Larson (1989] ). 

Propoziţia 13. 1) Fie un proces de deformare de tip Heaviside, caracterizat 
prin t(t) = t(O) Vt 2: O şi condiţiile iniţiale racordate u(O) = E t(O), atunci 
răspunsul materialului descris printr-un model Maxwell este caracterizat prin 

E 
u(t) = t(0) G(t) = E t(0)exp(-- t); ,,., 

2) Funcţia G este soluţia problemei Cauchy 

G(O) = qI = E. 
PI 

(5.138) 

(5.139) 

Demonstraţie. 1) Din (136) prin particularizarea procesului de deformare 
E = t(0)h, cu h- funcţia lui Heaviside şi considerarea condiţiilor iniţiale racordate, 
conform ipotezei, se deduce (138). 

2) In paragraful 5.6.1. am arătat că dacă există reprezentarea constitutivă de 
tip integral, atunci perechea ( u = G, E = h) satisface reprezentarea. Ecuaţia 

diferenţială (139) se deduce din (130) scrisă pe perechea (u = G, E = h), cu 
constantele precizate în Observaţia 22. 

Observaţia 25. Tensiune descrisă prin (138) este descrescătoare şi descrie 
un fenomen de relaxare a tensiunii, în care pentru t -+ oo tensiunea tinde către 
O, dacă t(0) > O. 

Propoziţia 14. Fie modelul de tip diferenţial al lui Maxwell, cu condiţiile 
iniţiale racordate prin răspunsul elastic, atunci el este echivalent cu o reprezentare 
de tip integral ( de fluaj ): 

t(t) = J(0) u(t) + 1t j(s) u(t - s)}ds cu, 

. 1 
J(t) = -,,., 

1 PI 
J(0) = - = -

E q1 

1 E 
J(t) = E(-ry t + 1) 

(5.140) 

Demonstraţie. Considerăm o istorie de tensiune descrisă prin funcţia Hea
viside O' = h. Starea de deformaţie, care caracterizează răspunsul materialului 
E = J( t), se determină din ecuaţia diferenţială (130), rezultată din (132). Condiţia 
iniţială pentru J este dedusă din condiţia de racordare a datelor iniţiale o-0 = Ec0 , 

pe perechea considerată, deci 1 = E J(O). 

Observaţia 26. Modelul Maxwell prezintă un fluaj liniar, caracterizat prin 
funcţia J din (140), cu lim J(t)= oo. Deci deformaţia creşte infinit cu trecerea 

t--+oo 

timpului. 

Prin combinaţii de modele reologice se pot obţine reprezentări constitutive , 
care să descrie atât fluajul cât şi relaxarea (cade exemplu modelul lui Maxwell), 
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da.r cu o descriere mai realistă a acestora. Astfel există. modele care descriu 
un fluaj neliniar, care se stabilizează, în sensul că există o asimptotă orizontală 
pentru t ---+ oo la graficul deformaţiei, ca funcţie de timp. De asemenea există 
modele care descriu comportamentul de relaxare, în care tensiunea descreşte spre 
o asimptotă orizontală, nenulă, pentru t ---+ oo. 

5. 7 Exerciţii şi probleme 

1. Demonstraţi proprietăţile funcţiei de influenţă enunţate în Propoziţia 2. 

2. Arătaţi că mulţimea 1i(h) definită în (9) cu structura introdusă prin 
aplicaţia biliniară construită în (11) <, >(h) este un spaţiu Hilbert real. 

3. Demonstraţi Propoziţia 4. 

4. Explicitaţi demonstraţia afirmaţiilor de la punctele 5) şi 6) din Propoziţia 
5. 

5. Fie reprezentarea constitutivă 

T(x,t) = R(t){f(C(t)) + 100 

K(s,C)[G(s)]ds}RT(t), 

cu G(s) = (C!(s))R - I Vs~ O. 

Arătaţi că aceasta satisface principiul obiectivităţii, utilizând direct definiţia. 

6. Demonstraţi, folosind definiţiile, că reprezentarea constitutivă definită prin 
relaţiile (51) satisface principiul obiectivităţii şi descrie un corp izotrop. 

7. Demonstraţi că reprezentarea constitutivă a lui Boltzmann, (77), este 
echivalentă cu o reprezentare decuplată în parte deviatorică şi sferică, precizată 
în (79). 

8. Fie o experienţă de forfecare f(r) = f12(r)(Îi ® i2 + b ® ii). 

a. Determinaţi răspunsul materialului descris printr-o ecuaţie constitutivă de 
tip Boltzmann. 

b. Arătaţi că 2µ( s) = Ti 2
( 
8

) în experienţa de relaxare corespunzătoare. 
fo 

9. Fie o experienţă de dilatare/ compresiune f( r) = x( r )I. 

a. Determinaţi răspunsul materialului descris printr-o ecuaţie constitutivă de 
tip Boltzmann. 

b. Arătaţi că 3A(s) + 2µ(s) 

punzătoare. 

tr T(s) 

3x(O) 
în experienţa de relaxare cores-

10. Fie un model Kelvin - Voigt cu constantele E, 1/· 

a. Demonstraţi teoremele de echivalenţă pentru reprezentarea de tip diferenţial 
şi integral. 
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b. Comparaţi fluajul descris de acest model cu fluajul descris prin modelul 
Maxwell. 

11. Fie un model vâscos cu constanta de vâscozitate 772 şi un model Kelvin 
- Voigt ( cu constantele E, 111 ) care sunt legate în serie, reprezentate în Fig. 5.2 
a). 

a. Arătaţi că reprezentarea de tip diferenţial asociată. este dată prin 

771 
P1 = 1 + -, 

772 

E 
Po = -,q2 = 771, 

772 
qo = O. 

b. Scrieţi condiţia de racordare a datelor iniţiale (100), din paragraful 5.6.1. 

c. Determinaţi reprezentarea integrală de tip fluaj . 

a) b) 

Fig. 5.2 

12. Fie un model reologic descris printr-un model Maxwell, cu constantele 
E 1 , 77 1 şi un model Kelvin - Voigt cu constantele E2, 112 care sunt legate în serie, 
reprezentate în Fig. 5.2 b ). 

a. Arătaţi că reprezentarea de tip diferenţial asociată este dată. prin 

772 
P2 = -, 

E1 

E2 112 
P1 = 1 + -+ -, 

E1 771 

E2 
Po=-, 

771 

b. Scrieţi condiţia de racordare a datelor iniţiale (100), din 5.6.1. 

c. Determinaţi reprezentarea integrală de tip relaxare . 
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d. Determinati reprezentarea integraiă de tip fluaj . 

e. Refaceţi demonstraţia teoremelor de echivalenţă. pentru acest model. 

13. Comparaţi proprietăţile de relaxa.re sau de fluaj, după cum este cazul, 
pentru modelele reologice descrise în Ex. 11 - 12. 

14. Demonstraţi că, corpurile constituite din materiale elastice şi fluidele 
Reiner - Rivlin nu prezintă proprietăţi de relaxa.re. Ce se poate afirma despre 
existenţa fluajului ? 

15. Arătaţi că domeniul de definiţie pentru operatorul integral din reprezenta.rea 
constitutivă (44) poate fi mulţimea 

{G: [0,+oo)--+ Sim I continuă cu suportul compact}. 

16. Arătaţi că domeniul de definiţie pentru operatorul integral din reprezentarea 
constitutivă {67) poate fi una dintre mulţimile 

a. { t : [O, +oo) --+ Sim I continuă cu suportul compact}, 

b. { t : [O, +oo) --+ Sim I integrabilă pe orice compact}, 

c. {t: [0,+oo)-+ Sim I t(r) = O'v'r < o, t lro.+oo) continuă}= H 0
, 

dacă nucleul M este absolut continuu. 

17. Ară.taţi că domeniul de definiţie pentru operatorul integral din reprezentarea 
constitutivă (67) poate fi una dintre mulţimile 

a. {t:[0,+oo)--+Siml lim t(t)=O,tcontinuă}, 
ltl-oo 

b. {t: [0,+oo)-+ Sirn 11 t(t) l::S M 'v't E R}, 

c. {t: (O, +oo)--+ Sim I t E L1(R)} 

da.că nucleul M este absolut continuu, tare. 

18. Fie 1/J, </> E na.c, de tip Heaviside ( 1/J, </> = O 'v'r < O şi absolut 
continue pentru 'v'r ~ O, cu valori tensori de ordinul 4). Arătaţi că operatorul 
lui Boltzmann 

{ 

O pentru T < O 

(1/J ® <f>)(t) = 1/J(O)t/>(t) + 100 

,ÎJ(s)t/>(t - s)ds = Ct/J(<f>)(t) t > O 
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are proprietăţile 

b. (1/J 0 </>)(O)= 1/J(O)q'>(O), 

__.,.___ . . . . 
C. ( îp Q9 <P )( t) = îp ( 0) cp( t) + îp ( t) q'>( 0) + ( îp * cp )( t) 

pentru t > O. 

1(). Folosind definiţiile, demonstraţi că reprezentarea constitutivă (52) satis
face principiul obiectivităţii şi descrie un fluid. 

20. Determinaţi funcţiile vâscometrice în cazul fluidului vâscoelastic, liniar 
pe istorii, cu deformaţii finite, reprezentat în (52). 

21. Demostraţi că sunt suficiente condiţiile din (83) pentru ca E = .Cj(T) 
să satisfacă T = .Ca(E) pentru 'v'T de tip Heav~side (vezi Teorema 5). 
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6. MATERIALE DE TIP RATE 

6.1 Relaţii constitutive pentru materiale de tip rate 

In acest paragraf vom prezenta comportamentul unor materiale, care sunt des
crise prin reprezentări constitutive care generalizează de fapt modelele de tip 
diferenţial, unirumesionale di~ vâscoelasticitate la cazul tridimensional, cu defor
maţii infinitezimale. In Freudental, Geiringer [1958], Eringen [1967] şi Larson 
[1989] sunt prezentate astfel de modele generalizate, ca de exemplu modelul 
Maxwell, Kelvin -Voigt , etc. 

Vom defini reprezentări constitutive pentru materiale de tip rate care includ 
materiale de tip vâscoelastice cu memorie de scurtă durată, de tip diferenţial, 
liniare cât şi materiale elasto-vâscoplastice. Denumirea de materiale de tip rate 
ni se pare mai naturală, avînd în vedere că aceste materiale nu pot fi identificate cu 
materiale vâscoelastice şi pe de altă parte, această clasă poate include materiale 
vâscoplastice, în accepţiunea pe care o vom menţiona ulterior. 

In cap.5 am arătat că materialele vâscoelastice cu memorie de lungă du
rată, de tip integral ( cazul unidimensional, sau izotrop) admit reprezentări de 
tip diferenţial numai în anumite condiţii, cele două clase de materiale nefiind în 
general echivalente. 

Un studiu sistematic pentru materialele denumite de tip rate, reprezentate prin 
modele cvasi-statice, este făcut în Cristescu , Suliciu [1976], [1982] fiind prezente 
atât modele de tip vâscoelastic cât şi modele vâscoplastice. Acestea din urmă au 
constituit baza reprezentărilor constitutive utilizate de Cristescu [1989], [1990] 
în descrierea comportamentului complex al materialelor de tip rocă, deoarece 
modelele vâscoplastice pot modela fluajul, dilatanţa, etc. 

Ne plasăm în ipoteza micilor deformaţii şi urmărim, în primul paragraf, rezul
tatele din Cristescu, Suliciu [1976], [1982], Gurtin, Williams, Suliciu [1980]. 

Definiţia 1. Vom spune că un corp este constituit, într-o particulă fixată 
X E 8, dintr-un material de tip rate, cvasi-liniar, dacă este descris printr-o 
reprezentări constitutivă de forma 

T = t'(T, E)[E] + Q(T, E) (6.1) 

în care E : V C Sim x Sim ---+ Lin(Sim, Sim), iar g : V ---+ Sim. Aici 
V C Sim x Sim este o mulţime deschisă şi conexă , cu (O, O) E V. 
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Definiţia 2. Spunem că. reprezentarea constitutivă ( l) descrie un comporta
ment vâscoplastic într-o particulă a corpului B dacă există g : 'D --+ R continuă, 
cu g(O, O) < O, numită funcţie vâscoplastică astfel încât 

Q(T, E) = h(g(T, E))Q(T, E), (6.2) 

unde h este funcţia Heaviside. 

Observaţia 1. Astfel dacă (T, E) este astfel încât g(T, E) < O, atunci 
răspunsul materialului vâscoplastic este este "de tip elastic" : 

T = E(T,E) E, 

Dacă (T, E) este astfel încât g(T, E) ~ O, atunci răspunsul materialului 
este descris prin 

T = E'(T, E)E + Q(T, E). 

Semnificaţia expresiei "de tip elastic" va fi dată în Definiţia 4. Din condiţia 
g(O, O) < O , cu g continuă, rezultă că există o vecinătate a lui (O, O) în care 
corpul are un comportament elastic. In aplicaţii se consideră că funcţia g depinde 
numai de T. 

Definiţia 3. Spunem că un material de tip rate posedă o configuraţie naturală, 
dacă pentru E( T) = O pentru orice T E [a, ,B], rezultă că T( T) = O pentru orice 
r E [a, ,B]. 

Propoziţia I. Presupunem că materialul de tip rate ( 1) admite o configuraţie 
naturală atunci Q(O, O) = O. 

Demonstraţie. Fie E( T) = O pentru V r E [a, ,B] şi T( r) = O, cu ipoteza 
existenţei configuraţiei naturale, din ( 1) rezultă că 

T(t) = Q(T(t), O) cu T(a) = O. (6.3) 

Problema Cauchy (3) admite soluţia nulă dacă şi numai dacă 

9(0, O) = O. (6.4) 

Observaţia 2. Dacă T --+ Q(T, E) este local Lipschitz şi este con
tinuă în ansamblul argumentelor, atunci sistemul diferenţial (3) admite o soluţie 
unică. Daca în plus condiţia ( 4) este îndeplinită obţinem că materialul este cu 
configuraţie naturală. 

Definiţia 4. Presupunem că E : 'DC Sim x Sim --+ Lin(Sim, Sim) este 
de clasă C1

. Spunem că forma diferenţială 

T(t) = E(T(t), E(t))[E(t)], (6.5) 

caracterizează un răspuns instantaneu elastic dacă şi numai dacă ecuaţia asociată 

dT 
dE = E(T,E), (6.6) 
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admite soluţie în sensul Definiţiei 5. 

Definiţia 5. Se numeşte soluţie pentru ecuaţia (6) o funcţie diferentiabilă 
<p : U C Sim ---+ Sim, cu U mulţime deschisă, de clasă C1

, astfel încât 

1) (cp(E), E) E 1) pentru V E EU 
(6.7) 

2) D cp(E) = l'(cp(E), E) VE EU, 

unde D <p : U ---+ Lin(Sim, Sim). 

Egalitatea din (7h are loc în sensul egalităţii aplicaţiilor liniare. 

Se pune problema precizării condiţiilor în care ecuaţia (6) admite soluţii. 

Teorema 1. Materialul de tip rate admite un răspuns instantaneu elastic 
dacă şi numai dacă V (T, E) E 1) 

<1E( l' (T, E)[Al)B + fh (l' (T, E)[Al)[l' (T, E)B] = 

<JE( l' (T,E)[Bl)A + aT (l' (T,E)[Bl)[t' (T,E)A], 

pentru orice A, B E Sim. Egalitatea din (8) are loc în Sim. 

Aici s-a utilizat notaţia <JE l' pentru diferenţiala aplicaţiei 

(6.8) 

E E Sim---+ l'(T, E), în care Teste fixat. Să mai remarcăm că <JEl'(T, E) E 
Lin(Sim, Lin(Sim, Sim)). 

Demonstraţia se obţine prin aplicarea teoremei lui Frobenius la cazul con
siderat. 

Arătăm aici că relaţia din (8) este o condiţie necesară. Dacă există o soluţie , 
atunci conform Definiţie 5. pentru V A E Sim are loc egalitatea 

D cp(E)[A] = l'(cp(E), E)[A] E Sim (6.9) 

Acum considerăm aplicaţia E E Sim ---+ D cp(E)[A] E Sim, care rezultă 
diferenţiabilă în ipoteza că l' este de clasă C1

. Scriem expresia diferenţialei 
funcţiei din (9), pentru A E Sim fixat. Avem, pentru V B E Sim, 

D(D cp(E)[A])[B] = Ek, (l'(cp(E), E)[Al)[B]+ 

fh (E(cp(E), E)[Al) [D cp(E)[B]) E Sim. 
(6.10) 

In (10) folosim încă o dată egalitatea (9) şi obţinem expresia scrisă în membrul 
stîng al relaţiei (8). 

Exprimăm condiţia de simetrie pentru diferenţiala de ordinul doi a soluţiei, 
scrisă în (10). Din simetria în raport cu A, B deducem că, condiţia (8) este 
necesară. Se demonstrează (vezi Cartan [1967], Mirică [1989]) că această condiţie 
este şi suficientă, dacă domeniul de definiţie este simplu conex. 
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Observaţia 3. Pe componente într-o bază carteziană condiţia (8), din Teo
rema 1. se scrie 

pentru Vi,j E {1,3}. Datorită faptului că. A,B E Sim sunt arbitrari, relaţia 
anterioară este echivalentă cu egalităţile 

8[ijkl 8[ijkl [. _ 8[ijmn 8[ijmn [_ 

8Emn + 8Tpq pqmn - 8E1c1 + 8Tpq pqkl 

pentru orice i,j,k,l,m,n E {1,3}. 

Observaiia 4. Dacă & este un tensor de ordinul 4 constant, atunci în mod 
evident materialul de tip rate are răspuns instantaneu elastic. 

Propoziţia 2. Dacă un material de tip rate are o configuraţie naturală şi este 
cu răspuns instantaneu elastic, atunci există cp astfel încât 

T = cp(E) pentru V E E U cu <p(O) = O 
(6.11) 

Demonstraţia este o consecintă. a Definiţilor 5. şi 3. 

In concluzie, prin Propoziţia 2. avem o reprezentare constitutivă. de corp elas
tic, neliniar, cu mici deformaţii. Datorită. definiţiilor introduse şi a semnificaţiilor 
mecanice vom spune că & caracterizează. proprietăţile elastice ale materialului. 

Definiţia 6. Spunem că materialul de tip rate are proprietăţi de relaxare dacă. 
pentru o experientă. în care deformaţia este menţinută constantă., deci pentru un 
proces de deformare E = E0 h, cu h funcţia Heaviside, are loc o variaţie în timp 
a tensiunii. 

Ca o consecinţă imediată a definiţiei obtinem că 

Propoziţia 3. Relaxarea tensiunii este descrisă pentru t > O prin sistemul 
diferenţial 

T = g (T,Eo). · (6.12) 

Observaţia 5. Dacă materialul de tip rate este cu răspuns instantaneu elas
tic, atunci corespunzător deformaţiei E0 starea de tensiune este T 0 = cp(Eo), 
fiind dată prin răspunsul elastic ( 11). 

Pentru materiale de tip rate cu configuraţie naturală şi răspuns instantaneu 
elastic relaxarea tensiunii este determinată din următoarea problemă. Cauchy: 

T = g (T, E0), T(O) =To= cp(Eo) 
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corespunzător procesului de deformare E = E0 h. 

Notăm soluţia T(r) = T(r,E0 ), reprezentând relaxarea tensiunii. 

Definiţia 7. Curba E --+ TR(E) cu (TR(E), E) E 1) C Sim x Sim se 
numeşte curbă de relaxare dacă 

Observaţia 6. Dacă există (T*, E*) E 1) astfel încăt 

9(T*, E*) = O şi BT9(T*, E*) -/- O, 

(6.14) 

(6.15) 

din teorema funcţiilor implicite rezultă că există T = TR(E), definită într-o 
vecinătate a lui E*, care verifică (15). Deci există o curbă de relaxare. 

Dacă 9 este continuă şi Lipschitz în raport cu primul argument, atunci 
T = TR(Eo) h este o soluţie pentru ecuaţia diferenţială 

T = 9 (T,Eo) (6.16) 

conform relaţiei (14). Suntem în condiţiile de existentă şi unicitate, deci există o 
unică soluţie care trece prin (TR(Eo), E0), presupus în V. 

Propoziţia 4. 1) Dacă presupunem că modelul admite timpi de relaxare 
finiţi, deci dacă 3t* E R astfel încât T( T) = T( r, E0 ) pentru T > O (reprezentând 
relaxarea tensiunii ), cu proprietatea că 

lim T( r) = TR(Eo), 
T--+t"' 

atunci în mod necesar problema Cauchy ( 12) nu admite soluţii unice. 

2) Dacă problema Cauchy (12) admite soluţie unică, atunci modelul de tip 
rate are timpi de relaxare infiniţi. 

Demonstraţie. Pentru problema Cauchy din (12) va rezulta soluţia T( T) = 
T(r, Eo) de clasă C1

, reprezentând relaxarea tensiunii. Prin punctul (Eo, TR(Eo)) 
de pe curba de relaxare, trec două soluţii: T(r, E0 ) şi TR(Eo)) h. Deci în mod 
necesar nu are loc unicitatea. 

Funcţia 9 caracterizează proprietăţile de relaxare ale materialului. 

Observaţia 7. Dacă presupunem că materialul .de tip rate are proprietatea 
c : 1J C Sim x Sim--+ Lin(Sim, Sim) este un tensor de ordinul 4, inversabil 
în punctele domeniului 1), atunci există şi reprezentarea constitutivă. de forma 

E = &- 1 (T,E)[T) - &- 1(T,E)9(T,E) 

E = &-1 (T,E)[T) - F(T,E)' 

deci materialul are şi proprietăţi de fluaj. 

(6.17) 

Definiţia 8. Materialul de tip rate descris prin (17) are proprietăţi de fluaj, 
dacă prin menţinerea tensiunii constante, dată prin T = T0 h are loc o variaţie 
în timp a deformaţiei. ,. 
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In mecanica rocilor este e:,enţială ui;ilizarea unor modele constitutive care să 
permită punerea în evidenţă a fluajului rocilor. 

Materialele de tip rate care au fost prezentate în acest paragraf descriu în 
general proprietăţi de relaxare şi fluaj, proprietăţi care au fost puse în discuţie şi 
în clasa materialelor vâ.scoelastice. 

Reprezentări constitutive pentru materiale de tip rate, în cazul deformaţiilor 
finite, vor fi prezentate în paragraful 6.3, sub formă de exerciţii. Sunt puse în 
evidenţă diferite legi de materiale, care pot fi considerate ca extensii posibile, 
la cazul deformaţiilor finite, a reprezentărilor de tip rate, prezentate în acest 
paragraf. In Cleja- Ţigoiu [1991) a fost propusă o reprezentare constitutivă pentru 
materiale de tip rocă, care generalizează reprezentările constitutive din mecanica 
rocilor, la cazul deformaţiilor finite. 

6.2 Problema cvasi-statică cu date iniţiale şi la limită 

In cele ce urmează vom arăta cum poate fi formulată o problemă cu date 
iniţiale şi la limită pentru clasa materialelor de tip rate, având în vedere reprezen
tări constitutive utilizabile în mecanica rocilor. Vom accepta prin urma.re un 
. model în care tensorul elastic este inversabil, eventual putând depinde de punctul 
material ( în scopul caracterizării neomogenităţilor existente într-un masiv de roci 
deformabile). 

Rezultate de existenţă, unicitate şi dependenţă continuă de date ale soluţiei 
se găsesc expuse în Ionescu, Sofonea [1983), [1993). 

Prezentăm aici punctele esenţiale în modalitatea descrierii comportamentului 
unui material de tip rate în problema cvasi-statică cu date iniţia.le şi la limită, 
bazată pe decuplajul într-o problemă de tip elastic şi una numită vâscoplastică. 

6.2.1 Formularea problemei cvasi-statice 

Fie n c R3 domeniu mărginit, conex. Notăm prin an- frontiera domeniului, 
presupusă suficient de netedă. Se pune problema determinării câmpurilor de 
deplasare şi de tensiuni 

U: f2 X [O, t1)--+ V= R3 T: f2 X [O, t1)--+ Sim = R6
, 

pentru care vom folosi următoarele notaţii 

u(t) = u(•, t) : n--+ R3 , 

T(t) = T(•, t): n--+ Sim = R6, 

care venfică în n pentru V t E [O, t 1 ) : ecuaţiile de echilibru 

div T(t) + b(t) =O, 

reprezentarea constitutivă pentru materiale de tip rate 

T(t) = t'E(t) + Q(T(t), E(t)), 
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relaţiile geometrice 

1 
E(t) = t:(·, t) = -(v'u(t) + v'T u(t)). 

2 
(6.21) 

Am introdus pentru comoditatea scrierii, E = t:, notaţie pentru tensorul micilor 
deformaţii. Se mai foloseşte şi notaţia E(u) pentru a face precizarea că tensorul 
de deformaţii este asociat câmpului de deplasare u. 

Câmpurile de deplasare şi de tensiune trebuie să satisfacă condiţiile ( an fiind 
frontiera domeniului), 

u(t) lr1 = g(t), T(t)n lr2 = f(t), 

pentru t E [O, t1 ), unde an= r 1 U r 2 

şi condiţiile iniţiale în n 

u(O) = uo, T(O) = To. 

(6.22) 

(6.23) 

1n formularea problemei timpul t apare sub formă de parametru prin in
termediul condiţiilor pe frontieră şi se presupune că în configuraţia de referinţă 
corpul este deformat, având tensiuni iniţiale. 

Formularea problemei este cvasi-statică deoarece se consideră ecuaţiile de 
echilibru şi nu ecuaţiile de mişcare. 

Observaţia 8. Suntem în cazul micilor deformaţii şi prin urmare , conform 
formulelor din paragraful 1.6, 

(6.24) 

Se impune condiţia de concordanţă a datelor iniţiale 

div T(O) + b(O) = O, 
(6.25) 

Câmpurile forţelor volumice, deplasărilor şi vectorului de tensiune, pe porţiunile 
corespunzătoare ale frontierei, sunt date astfel încât să fie de clasă C 1 ([O, t2)) cu 
valori în spaţiile de funcţii corespunzătoare, iar g este restricţia unei" funcţii h, 
g = h Ir,, care la fiecare moment de timp este definită pe întreaga frontieră a 
domeniului. 

Soluţia problemei formulate este perechea 

(6.26) 

definită în spaţii adecvat definite, care satisface ecuaţiile şi condiţiile menţionate. 

Formulăm în primul rând Problema de tip elastic (vezi cap.2.7.2 ): 
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Fie f2 C R 3 domen:L: mărginit, conex §i an = f 1 U f 2· Să se determine 
câmpurile (ii, 'Î') : n x [O, t1 ) - V x Sim care verifică 

div 'Î'(t) + b(t) =O, 

'Î'(t) = t'E(t), 
- 1 T E(t) = 2(v7ii(t) + v7 ii(t)), 

(6.27) 

condiţiile pe frontieră 

(6.28) 

şi condiţiile iniţiale în n 

ii(O) = fi.o, 'Î'(O) = To. (6.29) 

Condiţiile (29) se introduc în cazul în care există tensiuni iniţiale în configuraţia 
de referinţă, care este deja deformată în raport cu o alta. 

Observaţia 9. In problema elastică (27)-(29) se consideră forţele volumice 
date în ecuaţia de echilibru (19) şi condiţiile pe frontieră identice cu cele din (22), 
corespunzătoare formulării problemei pentru materiale de tip rate. 

Introducem câmpurile 

u = u - ii : n x [o, ti) - v = R 3
, 

'Î' = T-'Î': n X [O,ti) - Sim, 

unde (ii, 'Î') defineşte soluţia problemei elastice (27)- (29). 

Formulăm acum Problema vâscoplastică : 

(6.30) 

O pereche de câmpuri (ii, 'Î') : n x [O, t1 ) - V x Sim defineşte o soluţie a 
problemei vâscoplastice asociate, dacă satisface 

div 'Î'(t) =O, (6.31) 

'Î'(t) = t'[E(u)(t)] + Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(u)(t) + E(ii)(t))' (6.32) 

condiţiile pe frontieră 

(6.33) 

şi condiţiile iniţiale în n 

u(O) = uo - fi.o, 'Î'(O) = T(O) - 'Î'o. (6.34) 

Observaţia 10. Formularea problemei vâscoplastice se obţine, dacă în pro
blema (19)-(23) se introduc câmpurile (u = ii+ fl, T = 'Î' + 'Î') care descriu o 
suprapunere de efecte elastice şi de tip vâscoplastic. 
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Observaţia 11. Problema vâscoplastică introdusă. aici comportă absenţa 
forţelor masice, date pe frontieră omogene şi condiţii iniţiale nenule. 

Vom formula următoarele ipoteze asupra funcţiilor constitutive. 

Ipoteze asupra E : 

a) I E(x) 1(4)::; const. V x E n, 

b) E(x) : Sim-+ Sim liniar , simetric , strict pozitiv definit 
1) E(x)A · B = A· E(x)B V A, B E Sim 

2) există o constantă pozitivă d > O astfel încât pentru orice x E n 

şi pentru orice A E Sim, să avem E(x)A ·A~ d A· A = d I A 1
2 

• 

(6.35) 

Ultima este o condiţie de coercivitate, asigurând şi existenţa câmpului tensorial 
E(x)-1 . 

Ipoteze asupra g: 

a) g este lipschitziană în ansamblul argumentelor , deci există o constantă 
L > O astfel încât 

(6.36) 

b)G(x,0,0)=0. 

Condiţia b) a fost motivată în paragraful anterior, prin Propoziţia 1. 

Vom preciza câteva preliminarii legate de spaţiile funcţionale în care se de
finesc şi se formulează, în sens generalizat, problemele de existenţă şi de unicitate. 
Introducem spaţiile funcţionale 

L = {T I ri1 = Tii E L2(n) i,j E {CT} }, 

Lu= {v I vi E L2(0) i E {1,3}}, 

Ld = {T I T E L, div TE Lu}, 

au 
H 1 (O) = {u: n - R I u, 8xi E L2(n) i E {1,3}}, 

H = {u I ui E H 1(0),i E {1,3}}. 
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Spaţiile formulate în (37) sunt spaţii Hilbert cu produsele scalare definite prin 

(S, E) = l S · E dx 

( ( u, v)) = 1 u · v dx 

în L, 

< S,E >d= l S · Edx + 1 divS • divEdx, 

înH, 

iar normele sunt notate prin li · IIH, li · lld, pentru ultimele două. spaţii. 

Pentru primele spaţii introducem normele 

li S li= (l I S I dx)1
12 = (S,S)112 VS EL, 

li U li= ( fn I u I dx)1
12 = ((u, u))112 'vu E Lu. 

De asemenea mai introducem spaţiile 

Vi = { U : n ----+ R3 I U E H , U = Q pe fi} C H, 

(6.38) 

(6.39) 

(6.40) 

Menţionăm, fără a intra în detalii (vezi de exemplu Necăs [1967], Iftimie 
[1978]), că se consideră condiţiile pe frontiera domeniului în sensul operatorilor 
de urmă. 

Observaţia 12. Spaţiul Sobolev, de ordinul 1, pentru funcţii cu valori vecto
riale (notat aici cu H) poate fi obţinut prin închiderea în raport cu norma 11 · IIH 
a spaţiului t'(S1)- care reprezintă mulţimea funcţiilor, infinit derivabile în n şi 
care sunt prelungibile prin continuitate în n = nu an. 

Se demonstrează. că 

1) există operatorul de urmă "to : H ----+ L2 ( an, R 3
), astfel încât dacă 

UE C 1 (S1, R3
) atunci "to(u) = U lan · 

2) "to este un operator liniar şi continuu, deci astfel încât 

li "to(u) llr :S c(n) li u IIH 'v u E H, 

unde s-a introdus notaţia 

li u llr= ( [ I u 12 da)1 12 pentru 'vu E L2(an,R3
). 

lan 
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Constanta c(O) > O este dependentă de domeniu. 

3) Operatorul ,o nu este surjectiv. Se introduce spaţiul Hr = ,o(H) care 
conduce la prezentarea operatorului de urmă ca un operator surjectiv. 

Observaţia 13. Vom nota prin H1 subspaţiul lui Hr definit prin 

(6.42) 

Operatorul E : H --+ L, prin care oricărui u E H i se asociază câmpul 
tensorial al micilor deformaţii E(u) definit prin formula (21), ca element în L, 
este liniar şi continuu. Dacă măs r 1 > O, atunci are loc inegalitatea lui Korn 
(vezi de exemplu Necas, Hlavacek [1981], Roşca [1997]) 

li E(u) 112 c1(0) li u IIH, V u E Vi, (6.43) 

cu constanta c1 (O) > O dependentă de domeniu şi de r 1 . 

Se demonstrează că (vezi de exemplu Lene [1974]) 

1) Dacă TE Ld atunci există ,n(T) E Hf. (unde Hf este dualul lui Hr) 
astfel încât 

< 'Yn(T), ,o(u) >r= (T, E(u)) + ((div T, u)) Vu EH, (6.44) 

unde <, >r este aplicaţia de dualitate. 

2) Operatorul de urmă 'Yn : Ld --+ Hf este liniar şi continuu, cu proprietatea 

(6.45) 

Observaţia 14. Prin Tn lr2 vom înţelege un element al dualului spaţiului 
H1 , care este restricţia lui ,n(T) pe H1 , definit prin Observaţia 13., formula 
( 42). 

Propoziţia 5. 1) Dacă S E Ld şi v E H sunt funcţii regulate, atunci are 
loc relaţia din ( 44), scrisă sub forma 

[ S · E(v)dx + f div S. vdx = / S n. vda, ln Jn lan (6.46) 

cunoscută în mecanică sub numele de teorema asupra puterii totale sau principiul 
lucrului mecanic virtual. 

2) Dacă S E V2 şi v E V1 , atunci are loc condiţia de ortogonalitate 

1 S • E( v )dx = O. (6.47) 

Demonstraţia punctului 1) se obţine prin aplicarea teoremei Green - Gauss, 
observând că în reprezentări într-o bază carteziană are loc identitatea 

8 .. 
S · E(v) + div S · v = -

8
. (S1Jvi), 

xJ 
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Prin aplicarea teoremei Grcen - Gauss deducem că 

2) Pentru funcţiile regulate din V1 , V2 , din relaţia ( 46) deducem condiţia 
(47), deoarece din (40) avem condiţii nule pe porţiunile frontierei, iar S este 
cu divergenţă nulă. Prin închidere în raport cu normele construite pe spaţiile 
corespunzătoare, rezultă egalitatea din ( 4 7) pentru elementele din V1 şi V2 . 

Se demonstrează (pot fi utilizate reprezentările şi tehnicile din Ladijesnkaia 
[1970], sau vezi menţiunile din Ionescu, Sofonea [1993]) că are loc reciproca din 
Propoziţia 5. punctul 2) . 

Propoziţia 6. E(V1) este complementul ortogonal al lui V2 în L. 

Deci din condiţia de ortogonalitate 

(S, E(v)) = Io S · E(v)dx = O Vv E V1 , 

rezultă că S E V2 • 

(6.48) 

Demonstraţia decurge prin considerarea identităţii ( 44) sau ( 46) pentru 
funcţii regulate, cu utilizarea ipotezei. Deducem că 

/ div S • v dx = f S n • v da, ln lan (6.49) 

pentru orice v E V1 . Deoarece v lr1 = O, în sensul urmei, în ( 49) integrala pe 
an = r 1 U r 2 se reduce la integrala pe r 2 : 

f div S • v dx = f S n • v da. 
Jo lr2 

(6.50) 

Fară a intra în detaliile demonstraţiei să observăm că în (50) putem considera 

v = o pe an. Atunci 1 div s. vdx = ((div s, v)) = o, care este o condiţia de 

ortogonalitate în L,,, pentru V v E L,,. Rezultă că div S = O. Revenim în (50), 

din care rămâne f S n · v da= O cu v E L,,, arbitrar încă pe r 2 • Rezultă în 
lr2 

final S n = O în sensul urmei. Deci S E V2,: conform definiţiilor din ( 40). 

Propoziţia 7. Dacă X este unul din spaţiile Hilbert anterioare atunci 

C0 ([a, b], X)= {z: [a, b] -- X, continue}, 

C1 ([a,b],X) = {z: [a,bj--+ X, :3z E C0([a,b],X)}, 

sunt spaţii normate cu normele definite prin 

max li z(t) li 
tE(a,b) 

şi respectiv max li z(t) li + max li z(t) li . 
tE[a,bl tE[a,b) 
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1n mecanică se folosesc con.:-eptde de câmp static şi câmp rinematic admisi
bile, care au generat definiţiile din ( 40) pentru spaţiile în care se găsesc soluţiile 
(generalizate ) ale problemelor la limită formulate. 

Definiţia 9. Un câmp S : n --+ Sim se numeşte static admisibil dacă 

div S + b(t) =O, Sn lr2 = f(t), (6.51) 

cu clasa ce regularitate a soluţiei clasice, s E C1(!1) n C0 (fi). Notăm prin Tad 
mulţimea câmpurilor static admisibile. 

Definiţia 10. Un câmp v: n--+ V se numeşte cinematic admisibil dacă 

u lr1 = g(t), (6.52) 

cu clasa de regularitate a soluţiei clasice, U E C2(!1) n C1(fi). Notăm prin Uad 
mulţimea câmpurilor cinematic admisibile. 

Atunci principiul lucrului mecanic virtual, din ( 46) se reformulează astfel 

Propoziţia 8. VS E Tad şi V v E Uad are loc condiţia 

f S • Evdx = f b • vdx + f f • vda + f S n • gda. (6.53) Jn Jn lr2 lr1 

6.2.2 Problema elastică 

ln problema elastică de echilibru formulată prin (27)-(29) intervine timpul sub 
formă de parametru, ceea ce înseamnă considerarea unei familii de soluţii elas
tice, determinate la fiecare moment de timp. Vom prezenta succint modalitatea 
de demonstrare a existenţei şi unicităţii soluţiei generalizate pentru problema 
elastică. 

Problema de tip elastic revine la aflarea câmpurilor ( u, T) : n ----+ 

R3 x Sim care verifică (27) - (29). Se formulează problema generalizată prin 
intermediul Teoremei asupra puterii totale (53) , care capătă forma 

f EE(u)•E(v)dx+= f b-vdx+ f f·vda+ f Tn-gda 
ln Jo 1r2 lr1 

(6.54) 

dacă S, arbitrar în spaţiul tensiunilor admisibile este înlocuit prin T, tensiunea 
corespunzătoare soluţiei elastice şi se utilizează condiţiile pe frontieră (28), în 
sensul urmei, pentru fiecare moment de timp fixat. (54) are loc pentru orice 
câmp cinematic admisibil, deci V v E H cu v lr1 = g. 

Propoziţia 9. Din ipotezele asupra tensorului elastic f. există 

a(u, v) : H x H--+ R, 

a(u, v) = 1 EE(u) · E(v)dx, (6.55) 

I a(v, v) I~ d (E(v), E(v))1l2 ~ c(!l) li v IIH V v E Vi, 
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simetrică1 bi!iniani, contimui şi coercivă . 

Demonstraţie. Din (55) obţinem că a(u, v) = a(v, u), adică simetria şi 
I a(u, v) 1::; c2 I u 11 v I, deci continuitatea. Coercivitatea este dată de ultima 
inegalitate din (55), care este o consecinţă a inegalităţii lui Korn ( 43), adevărată 
pentru v E V1. 

Presupunem că :3 u1 E H astfel încât u 1 lr1 = g. Atunci considerăm translaţia 
ii = u - u1 în (55)2, prin care rezultă problema 

a(ii,v)= f b-vdx+ f f-vda-a(u1,v), 
ln lr2 

(6.56) 

scrisă pentru orice v E V1 . 

In final mai menţionăm că pentru v E H 

(E(v), E(v)) = O dacă şi numai dacă v(x) =a+ w(x - x0 ). (6.57) 

Termenul din dreapta caracterizeaz:ă o mişcare de corp rigid. Dacă v E V1 atunci 
el se anulează, în sensul urmei, pe porţiunea r 1 de frontieră şi atunci rezultă 
că mişcarea de corp rigid este nulă. Prin (55) cu (57) a fost introdusă pe V1 o 
normă echivalentă cu norma pe H . 

Teorema 2. Problema elastică generalizată - să se determine u E V1 astfel 
încât V v E V1 să aibă loc egalitatea 

a(ii,v)= f b-vdx+J f•vda-a(u1,v), ln r2 
(6.58) 

pentru b E Lu, f E H~ şi forma a, definită în Propoziţia 9. - admite o unică 
soluţie în V1. 

Demonstraţia rezultă din aplicarea Lemei lui Lax- Milgram (vezi de exemplu 
Roşca [1997], paragraful 11.1), termenul din membrul drept definind o funcţională 
liniară şi continuă pe V1 , ca o consecinţă a definiţiilor introduse. 

Observaţia 15. Dacă se consideră date dependente de timp, cu 
b E C'1 (R+,Lu), f E C1(R+,HD şi h E C'1(R+,Hr), care are proprietatea că 
h = g pe r 1 atunci rezultă şi formulele de dependenţă continuă de date pentru 
soluţia problemei elastice generalizate, formulată la început. Dacă (u;, T;) cu 
j = 1, 2 corespunzătoare datelor notate cu indicele j, atunci pentru orice moment 
de timp t E R+ au loc inegalităţile 

(6.59) 

şi inegalităţi similare conţinând derivatele temporale ale câmpurilor introduse. 
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6.2.3 Problema vâscoplastică 

Problema vâscoplastică a fost formulată în (31)-(34) şi conţine soluţia pro
blemei elastice (27)-(29). 

Demonstrarea unui rezultat de existentă şi unicitate a soluţiei generalizate se 
face în spaţiul funcţional produs V = V1 x V2 pe care definim produsul scalar 
< ·,· >v prm 

< y,z >v= i t'E(u) · E(v)dx + i t:- 1 T • Pdx, 

Vy=(u,T), z=(v,S)EV 

Produsul scalar induce o normă energetică. 

(6.60) 

Observaţia 16. In problema vâscoplastică considerată aici câmpurile tenso
riale static admisibile au div S = O şi deci corespund unor forţe volumice nule. 
Ca urmare în expresia produsului scalar pe V2, deci şi a normei, nu mai apar 
termenii care conţin divergenţa câmpurilor tensoriale static admisibile. 

Teorema 3. Perechea y = (u, 'Î') este soluţia problemei vâscoplastice (31)
(34) dacă şi numai dacă y este soluţie în spaţiul Hilbert V a problemei Cauchy 

y = A(t, y) cu y(O) = Yo

Operatorul A( t, y) este definit prin 

< A(t, y), z > = - i Q('Î'(t) + T(t), E(u)(t) + E(ii)(t)) · E(v)dx+ 

+ l t:- 1 Q('Î'(t) + T(t), E(u)(t) + E(ii)(t)). Pdx, 

pentru orice z = (v,P) EV. 

(6.61) 

(6.62) 

Demonstraţie. Fie (u, 'Î') E C1 (R+, V) soluţia problemei vâscoplastice (31)
(34) a cărei existenţă o acceptăm, atunci conform principiului lucrului mecanic 
virtual ( 44) are loc identitatea 

1 T(t) · E(v)dx = O V t > O, (6.63) 

pentru orice v E V1 . In particular are loc şi pentru v = u. Din (63) rezultă şi 

l T(t) · E(v)dx = O Vt > O. (6.64) 

Folosim reprezentarea constitutivă (32), pe care o înmulţim scalar cu E(v) 
şi o integrăm pe n, pentru t fixat. Folosim (64) şi obţinem 

o = 1 T(t). E(v)dx = 1 t'[E(u)(t)]. E(v)dx+ 

+ 1 Q('Î'(t) + T(t), E(u)(t) + E(ii)(t)) • E(v)dx V v E V1• 
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Aplicf.m transformarea E- 1 reprezentării constitutive (32) şi deducem că 

l'-1±(t) = E(u)(t) + l'- 1g(1'(t) + T(t), E(u)(t) + E(u)(t)). (6.66) 

In (66) înmulţim scalar cu P E V2 şi prin integrare pe n rezultă 

1 l'-1T(t). Pdx = 1 E(u)(t). Pdx+ 

+ 1 E- 1Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(ii)(t) + E(ii)(t)) · Pdx V P E V2 . 

(6.67) 
' 

Din (65) şi (67) în care aplicăm condiţia de ortogonalitate (47) deducem iden
tităţile 

1 l'[E(u)(t)] · E(v)dx = -1 Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(ii)(t) + E(ii)(t)) · E(v)dx, 

(6.68) 

f l'- 1T(t). Pdx = f l'- 1Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(ii)(t) + E(ii)(t)) · Pdx. 
Jn Jn 

adevărate pentru V v E V1 şi V P E V2 . 

Folosim definiţia produsului scalar < ·, · >v introdus în (60), pentru perechea 
(y, z), la un anumit moment de timp dat, fixat şi găsim 

< y,z >v= 1 l'E(u) · E(v)dx + 1 E- 1 T · Pdx = 

-1 Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(u)(t) + E(ii)(t)) · E(v)dx+ (6.69) 

+ 1 E- 1Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(ii)(t) + E(ii)(t)) · Pdx, 

dacă au fost utilizate relaţiile (68). (69) are loc pentru orice v E Vi şi VP E V2 . 

Pentru perechea y = ( u, 'Î') la orice moment de timp t fixat, să observăm 
că aplicaţia prin care i se asociază fiecărui element z E V, numărul real din 
membrul drept al relaţiei (69), este liniară şi mărginită, în baza ipotezelor (35), 
(36). Aplicaţia fiind deci liniară şi continuă. Prin aplicarea teoremei lui Riesz 
de reprezentare a funcţionalelor liniare şi continue pe spaţii Hilbert, rezultă că 
există elementul, notat A(t,y) EV, astfel încât valoarea funcţionalei, definită 
prin (69), să fie dată de < A(t, y), z >v . 

Vz = (v,P) EV ---t 

-1 Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(u)(t) + E(ii)(t)). E(v)dx+ 

+ 1 E- 1Q('Î'(t) + 'Î'(t),E(u)(t) + E(ii)(t)) · Pdx =< A(t,y),z >v 
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Am obţinut astfel expresia operatorului introdus în (62). 

Din (70) şi (69) deducem că 

< y,z >v=< A(t,y),z >v Vz EV ~ y = A(t,y). (6.71) 

ln ipoteza că soluţia problemei vâscoase există şi este de clasă C1 în raport cu 
timpul, din ipotezele formulate pentru funcţiile constitutive deducem că aceasta 
este soluţie pentru ecuaţia diferenţială. în spaţii Hilbert scrisă în (71). Condiţia 

iniţială y(O) = (u(O), 'Î'(O)) este dată prin condiţiile iniţiale (34) ale problemei. 

Dacă g este Lipschitz atunci şi A( t, ·) este Lipschitz în al doilea argument 
şi continuă în raport cu primul. 

Reciproc. Fie (ii, 'Î') = y E V1 x V2 soluţia de clasă C 1 ([0, t1 ), V), a 
problemei Cauchy pentru ecuaţia diferenţială. în spaţiul Hilbert , scrisă sub forma 

< y, z >v=< A(t, y), z >v= 

-i Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(u)(t) + E(u)(t)). E(v)dx+ 

+ i &-1Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(u)(t) + E(u)(t)) · Pdx 

pentru V z = (v, P) EV. Vrem să demonstrăm că 

1) 'Î' este static admisibil, 

2) u este cinematic admisibil, 

(6.72) 

3) elementele E(ii), 'Î' sunt legate prin reprezentarea constitutivă (32). 

ln acest fel demonstrăm că are loc reciproca teoremei. 

Particularizăm elementul arbitrar din (72) pentru a produce decuplajul ele
mentelor din perechea y. 

Fie z = (v, O) E V1 x V2 introdusă în (72), atunci 

< y, z >v= - i Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(u)(t) + E(u)(t)) · E(v)dx (6.73) 

ln (73) înlocuim expresia (60) a produsului scalar din membrul stâng şi astfel 
(73) devine echivalentă cu 

1 EE(u) · E(v)dx + i Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(u)(t) + E(u)(t)). E(v)dx = 0,(6.74) 

scrisă pentru V v E V1 . 

Pentru orice t > O, fixat, din domeniul de existenţă a soluţiei definim câmpul 
tensorial pus în evidenţă în (74) 

s = EE(u) + Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(ii)(t) + E(u)(t)) cu 

i S · E( v )dx = O, 
(6. 75) 
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pentru Vv E V1 . Din relaţia (75)2 (ca o consecinţă a Propoziţiei 6.) deducem că 
S E V2 , deci div S = O şi Sn lr2 = O. 

Fie acum z = (O, P) E V1 x V2 introdus în (72), atunci 

< Y, z >v= 1 l'- 1Q('Î'(t) + 'Î'(t), E(ii)(t) + E(u)(t)). Pdx. (6.76) 

In (76) înlocuim expresia (60) a produsului scalar şi obţinem egalitatea 

' i l'-1 [T(t) -Q('Î'(t) + 'Î'(t),E(ii)(t) + E(u)(t))] · Pdx = o, (6.77) 

adevărată pentru V P E V2 • 

Şl 

Astfel din (77) deducem că există elementul E'" cu proprietăţile 

E* = E- 1 ['Î'(t) - Q('Î'(t) + 'Î'(t),E(ii)(t) + E(u)(t))] {:=} 

T(t) = E E* + Q(T(t) + T(t),E(u)(t) + E(u)(t)) 

1 E* · Pdx = O. 

Introducem câmpul tensorial B(t) E L2(!1) 

(6.78) 

(6.79) 

B(t) = T(t) - E[E(u)(t)J - Q(T(t) + i'(t),E(u)(t) + E(u)(t)), (6.80) 

atunci din (80) cu (75)i şi (78)2 rezultă că 

B(t) = 'Î'(t) - S şi B(t) = E E" - E[E(u)(t)]. 

Din (81 h cu (79) şi ( 46) rezultă că 

1 l'-1B(t) · Pdx = O, (6.82) 

pentru PE V2 . Avem deci E- 1B(t) E V1. Deoarece T(t), SE V2 , rezultă că 
B(t) E V2• Introducem pe B (t) în (82) şi deducem că 

1 E- 1 B(t) · B(t)dx = O (6.83) 

Deoarece E,- 1 este strict pozitiv definit din (83) avem B(t) = O. Atunci din 
(80) deducem că (32) este satisfăcută. 

Folosind Teorema 3., problema(31) - (34) a fost înlocuită cu problema Cauchy 
(61) în spaţiul Hilbert V. Demonstraţia existenţei şi unicităţii soluţiei problemei 
Cauchy (61) se bazează pe următorul rezultat ( dat în Pavel, Ursescu [1974]) : 
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Teorema 4. Fie V un spaţiu Hilbert şi A : R+ x V --+ V un operator 
continuu astfel încât există o constantă D > O cu proprietatea 

< A(t,y1) - A(t,y2),Y1 -y2 >vS D li Y1 -y2 Iii, (6.84) 

pentru Vt > O şi Vy1,Y2 EV. Atunci pentru orice y0 EV există o soluţie 
unică y E C1(R+, V) pentru problema (61). 

Lema 1. Operatorul A definit prin (62) este continuu şi satisface (84). 

Demonstraţie. Fie ti > O, cu j = 1, 2, şi Y1 = (u1, T1), Y2 = (u2, T2). 
Notăm E(u;) = E; şi E(u)(t1 ) = E(ti). Pentru orice (v, P) avem 

că 

I< A(t1,y1) - A(t2,Y2),z >vi$ 

SI< 9(T1 + 'Î'(t1), E1 + E(t1)), E(v) > -

- < 9(T2 + 'Î'(t2), E2 + E(t2)), E(v) >I + (6.85) 

+ I< l'-1g"(T1 + 'Î'(t1), E1 + E(t1))-

-t'-1g(T2 + 'Î'(t2),E2 + E(t2)), p >I -

Folosind ipotezele referitor la funcţia. g deducem, după un număr de estimări 

(6.86) 
$ C(II Y1 - Y2 llv + li u(ti) - u(t2) IIH + li 'Î'(t1) - 'Î'(t2) lld) li Z llv · 

Deoarece z E V este arbitrar rezultă că 

li A(ti, Y1) - A(t2, Y2) llvS 
(6.87) 

$ C(II Y1 - Y2 llv + li u(t1) - u(t2) IIH + li 'Î'(ti) - 'Î'(t2) lld)-

Din ultima relaţie, dacă se folosesc inegalităţile deduse din condiţia de continu
itate a soluţiei elastice în raport cu datele (59), rezultă continuitatea operatorului 
A din R+ x V în V. Dacă în relaţia (87) se consideră t 1 = t2 = t rezultă condiţia 

li A(t,y1) - A(t,y2) llvS C li Y1 - Y2 llv • (6.88) 

Am prezentat problema cu date iniţiale şi la limită pentru o reprezentare con
stitutivă care este deseori utilizată în multe aplicaţii privind deformările în ma
sivele de roci. Implementările numerice se bazează pe decuplajul soluţiei elastice 
de problema vâscoplastică, sau de problema fluajului. 
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6.3 Exerciţii şi probleme 

1. Arătaţi că forma biliniară < ·, · >v definită în (60) este un produs scalar 
pe V şi generează o normă echivalentă cu norma canonică pe spaţiul produs 
cartezian, V1 x V2. 

2. In ipotezele (35) şi (36) demonstraţi că are loc estimarea din (86) pentru 
operatorul A(t, y) definit în (62). 

3. Demonstraţi că soluţiile problemelor elastice şi respectiv vâscoplastice sunt 
umce. 

4. Fie o reprezentare constitutivă de tip rate unidimensională (modelul lui 
Sokolovski) : 

cu rp(o-,t::) = E- modulul de elasticitate al lui Young, iar 

VJ(o-, t::) = { ~~sign o-)F(I o- - o-y I), 
dacă I u I< uy 
dacă I o- 12::: o-y, 

în care F(r) > O , F'(r) > O pentru r > O şi F(O) = O. Caz particular 
F(r) = k E r, în care E, k şi o-y sunt constante de material pozitive. 

a. Determinaţi curbele de relaxare. 

b. Studiaţi fluajul şi relaxarea descrise de acest model. 

c. Modelul are timpi de relaxare finiţi? 

5. Fie un model de tip rate în care 

t"(T, E) = t"0 , Q(T, E) = -k(T - J(E)), 

cu k > O constantă de vâscozitate a materialului. 

a. Analizaţi comportamentul materialului descris printr-un astfel de model, 
conform prezentării din Paragraful 6.1. 

b. Fie dat un proces de deformare de forma 

dacă r < O 
dacă T 2::: O, 

cu {ikhe{t,3} o bază carteziană fixată. Aici funcţia x este de clasă C 1([0, ti)) 
şi x(O) = O. 

Caracterizaţi răspunsul materialului şi comportamentul acestuia. 

c. Care este diferenţa între cazul prezentat şi cel în care 
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Eo[A) = .Xtr A I+ 2 µA, V A E Sim, 

cu Â , µ > O constante de material ? 

6. Fie aceeaşi problemă ca în exerciţiul 5. dar pentru un model în care 

E(T, E) = Eo, 9(T, E) = -k h(g(T))(T - f(E)), 

în care g(T) = J1/2T · T - k1 . Aici se consideră că, k şi k1 sunt constante 
de material pozitive. 

7. Fie un model de tip rate definit în (1), în care 

1 
E(T,E) = Eo, 9(T,E) = -(T- PKT), unde K = {T I J1/2T' · T' ~ k}, 

2T] 

1ar PK reprezintă proiecţia pe mulţimea K şi T' = T - l(tr T) I. Aici TJ, k 

sunt constante de material pozitive. 

a. Arătaţi că mulţimea K este convexă şi închisă. 

b. Arătaţi că modelul este de tip vâscoplastic. 

c. Studiaţi proprietăţile de relaxare şi fluaj ale materialului. 

d. Determinaţi curbele de relaxare. 

e. Modelul are timpi de relaxare finiţi ? 

f. Consideraţi un proces de deformaţie ca în exerciciţiul 5. b) şi cercetaţi 

răpunsul materialului. 

8. Fie un model cu deformaţii finite, în care T reprezintă tensiunea Cauchy 
şi D tensorul viteză de deformare, descris printr-o reprezentare constitutivă de 
tip Bingham 

D' = 
2
1

17 
(T - PKT), tr D = O, iar K = {T I Jl/2T' · T' ~ k}, 

unde PK reprezintă proiecţia pe mulţimea K, iar T' = T - !(tr T) I este 
3 

deviatorul tensorului T. Aici TJ, k sunt constante de material pozitive. 

a. Arătaţi că reprezentarea constitutivă este echivalentă cu 

l k 
D' = - < 1 - --- > T' tr D = O, 

277 J/h, ' 

m care 
1 

< z >= 2(z+ I z I). 

b. Demonstaţi că reprezentarea constitutivă este obiectivă. 
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c. Demonstra~i că reprezentarea constitutivă. este inversabilă şi determinaţi 
inversa acesteia. 

d. Se consideră o experienţă de forfecare simplă descrisă prin 

F(s) = a(s)(h ® b) + I, 

în care s ~ O-+ a(s) este o funcţie crescătoare de timp, cu a(O) = O. Determinaţi 
răspunsul materialului. 

e. Materialul descrie proprietăţi de relaxare ? Dar de fluaj ? 

9. Se consideră o reprezentare constitutivă descrisă prin 

, 1 (o)' 1 k T' D = 2G T + 
211 

< 1 - .JTf,;, > , tr D = O, 

1 
în care < z >= 2(z+ I z I). Aici T şi D reprezintă tensorii de tensiune Cauchy 

şi respectiv tensorul viteză de deformare. 
o • 

a. Arătaţi că T= T-WT+TW, unde W = {L}A- tensorul spin, reprezintă 
un câmp obiectiv. 

b. Arătaţi că reprezentarea constitutivă satisface principiul obiectivităţii. 

c. Fie o experientă de forfecare simplă în tensiuni dată prin 

în care s ~O-+ y(s) este o funcţie crescătoare de timp, cu y(O) = O. Determina.ţi 
răspunsul materialului. 

d. Fie experienţa de forfecare descrisă la punctul d. din exerciţiul precedent. 
Studiaţi răspunsul materialului. 

e. Materialul descrie proprietăţi de relaxare ? Dar de fluaj ? 

10. ln cazul deformaţiilor finite se consideră reprezentarea constitutivă de 
forma 

o 
2 µD =T +A c(TD + DT) 

o 

a. Arătaţi că reprezentarea constitutivă este obiectivă. Aici câmpul T este 
definit ca în exerciţiul 9. a., iar µ, A, c sunt constante pozitive de material. 

b. ln ipoteza că are loc o mişcare vâscometrică care este starea. de tensiune 
rezultată în material ? 

c. Fie c = O şi materialul supus la o deformaţie de forfec·a.re descrisă în 
exerciţiul 8. d. Determinaţi starea de. tensiune rezultată, dacă la momentul 
t = O tensiunea este nulă. 
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d. DacăstareadedcformaţieestedeformaF(s) = I pentru s < O şi F(s) = F0 

pentru s ~ O, cercetaţi dacă materialul prezintă proprietăţi de relaxare. 

11. 1n cazul deformaţiilor finite se consideră o reprezentare constitutivă de 
tip rate de forma 

T = l'(F, T)[F], 

cu l' : Lin -----+ Lin liniară. 

a. Arătaţi că reprezentarea constitutivă satisface principiul obiectivităţii dacă 
şi numai dacă aceasta este de forma 

unde TR = RTTR este tensorul rotit cu R E Ort, iar F = RU reprezintă 
descompunerea polară a gradientului de deformaţie. 

b. Arătaţi că 

D . . 
unde Dt (T) = T + Tf! - f!T în care n = RRT E Asim. 

c. Arătaţi că _Q_(T) este un câmp tensorial obiectiv, dacă T este tensorul 
Dt 

de tensiune al lui Cauchy. 

12. Fie II =I det F I F- 1TF-T tensorul de tensiune Piola-Kirchhoff simetric. 

a. Arătaţi că o reprezentare constitutivă de forma IT = h(E) cu E = 
1(C - I), C = FTF descrie un corp elastic, cu deformaţii finite. Demonstraţi 
că reprezentarea constitutivă satisface principiul obiectivităţii. 

b. Fie o ecuaţia constitutivă de tip rate IT = A(II, E)[E]. Demonstaţi că 
principiul obiectivităţii este satisfăcut. 

13. Se consideră o ecuaţie constitutivă de tip rate pentru cazul deformaţiilor 
finite, în raport cu configuraţia de referinţă scrisă sub forma 

IT = l'(II, E)[E] + 9(11, E). 

a. Determinaţi forma acestei reprezentări, în configuraţia actuală punând în 
evidenţă tensiunea Cauchy. Arătaţi că viteza de variaţie II se înlocuieşte cu 
câmpul 

'Î' = (det F)[T - LT - TLT] + T div v, iar E cu D. 

b. Arăt.aţi că reprezentarea de tip rate satisface principiul obiectivităţii. 

c. Pentru starea de deformaţie reprezentată la d. ex. 8 determinaţi variaţia 
tensiunii Piola-Kirchhoff şi a tensiunii Cauchy. 
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14. Fie o reprezenbre con,,titutivă. de forma 

T = E(T, c)[D] + Q(T, c), 

cu E(T, c) : Sim--+ Sim liniară. 

a. Determinaţi restricţiile impuse de principiul obiectivităţii asupra funcţiilor 
constitutive. 

b. Dacă se consideră procesul de deformare din ex. 8 d. determinaţi starea 
de tensiune corespunzătoare. 

c. Aceeaşi problemă pentru câmpul de deformaţie corespunzător unei forfecări 
simple. 

15. Se consideră o ecuaţie constitutivă de corp elastic T = J(F) şi ecuaţia 

de tip rate asociată T = <1F f(F)[F]. 
a. Determinaţi restricţiile impuse de principiul obiectivităţii asupra reprezentării 

constitutive. 

b. 1n ce condiţii o reprezentare de tip rate T = A(F)[F], cu f(F) : Sim --+ 

Sim liniară. admite un răspuns instantaneu elastic echivalent cu o ecuaţie consti
tutivă de tip elastic. 

ln acest exerciţiu T reprezintă tensorul de tensiune al lui Cauchy. 
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A. ANEXE 

Al. Algebră şi analiză tensorială 

Noţiuni şi expuneri complete de algebră. şi analiză. tensorială. sunt prezentate în 
lucră.rile următoare Eringen [1967], Malvern [1969], Iacob [1971], Dragoş (1976], 
Beju, S6os, Teodorescu [1976], [1977], [1983], Gurtin [1981]. 

Vom reaminti doar câteva definiţii şi proprietăţi ce sunt utilizate adesea în 
cuprinsul cărţii. Se utilizeza urmă.toarle notaţii 

[ - spaţiul euclidian punctual (afin) tridimensional, cu 
V - spaţiul vectorial al translaţiilor lui E (vectori liberi), 
C - corpul numerelor complexe 
R - corpul numerelor reale, R+ - mulţimea numerelor reale pozitive, 
N - mulţimea numerelor naturale, 
Lin= Lin(V, V)= {T: V-. V I liniară.}; 
u, v EV - vectori; 
u · v - notaţie pentru produsul scalar a doi vectori; 
u x v - notaţie pentru produsul vectorial a doi vectori; 
u • ( v x w) - notaţie pentru produsul mixt a trei vectori; 
x, y E [ - puncte în spaţiul euclidian; 
x - y = v E V - vectorul cu originea în y şi extremitatea în x ; 
x - O= x - vectorul de poziţie al punctuluix EV, OE [ - fixat 
A, A E Lin, se numesc tensori (tensori de ordinul doi) 

Definiţia 1. Fie T E Lin. Se numeşte transpusul lui T elementul din Lin, 
notat cu TT definit prin 

TTu•v=u-Tv, Vu,vEV 

Bază carteziană este {ij} jE{l,J} - bază ortonormată. fixată. , deci cu 
ij · h = 81k- simbolurile lui Kronecher. 

(A.1) 

Bază reciprocă bazei {ei}iE{l,3} în V este o bază notată {ek}iE{l,3} cu 
proprietatea 

(A.2) 
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Prop-:>zitia 1. Dacă { e;LE{l,3} în V este o bază ortonormafâ ci.tunci baza 
reciprocă coincide cu baza dată. 

Tensorul metric, corespunzător bazei { e} iE{l,3} este caracterizat prin ma
tricea 

(A.3) 

Propoziţia ·2. i) Există matricea inver:să a tensorului metric notată 

[li] (i,i) pentru i,j E {1,3} cu proprietatea li= ei· ei. (A.4) 

ii) Relaţiile de legătură între cele două baze sunt date prin 

Bazele fizice asociate bazelor date sunt definite prin1 

pentru i,j E {1, 3}. 

e<i> = ~(!) 
ŞI H ' 

(A.5) 

(A.6) _, 

Produsul tensorial a doi vectori a, b E V se defineşte ca o aplicaţie liniară 

a ® b : V ---+ V prin 
(A.7) 

(a® b)v = a(b • v), 'v'v EV. 

Produsul dublul tensorial a trei vectori a, b, c E V se defineşte ca un 
tensor de ordinul trei, deci ca o aplicaţie liniară 

a ® b ® c : V ---+ Lin prin 
(A.8) 

(a® b ® c)v =a® b(c · v), 'v'v EV. 

Teorema de reprezentare a vectorilor 

VvEV ==} 3(!){vi} {vi}, astelîncât 

v - v·ei cu - ' ' Vi E {1,3}. 

1 Nu se face nici o sumare după indicii care se repetă în relaţiile urmate de (!). 
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Teorema de reprezentare a tensorilor de ordinul 2 

VT E Lin ==> 3(!){Tii} {Tii}, {Tj}; {T/} astel încât 

T = Tiiei 0 ei cu Tii =ei. Tei Vi,j E {1,3}, 

T =Tijei® ei cu Tij =ei· Tei V i,j E {1,3}, (A.9) 

T = Ti iei® ei cu Tj =ei· Tei V i,j E {1, 3}, 

T = Tiiei ®ei cu Ti i =ei· Tei Vi,jE{l,3}. 

Definiţia 2. Componentele tensorului T se numesc {Tii} - componente 
contravariante; {Ti;} - componente covariante; {Ti 1}; {Ti 1} - componente 
mixte. 

Teorema de reprezentare a tensorilor de ordinul 3 

VN E Lin(V,Lin) ==> :3(!) {Niik}, {Nijk}, {Nii k}, {Niik}, etc., 
astel încât 

N = Niikei ® ei ® ek cu Nek = Niikei ® ei Vi,j, k E {1,3}, 

N = Nijkei ® ei ® ek cu N ek = Nijkei 0 ei Vi,j, k E {1, 3}, 
(A.IO) 

N = Nii kei ® ei ® ek cu Nek = Nii kei ® e; Vi,j,k E {1,3}, 

'k . N = N; 3 e' ® ei ® ek cu Nek = Ni ikei ® ei Vi,j, k E {1,3}. 

şi aşa mai departe. 

Vom reprezenta acum vectorii şi tensorii în baze fizice asociate2 Exemplificăm 
aceste tipuri de reprezentare în următoarea 

Teorema de reprezentare în baze fizice I! 

V - vie- - v<i>e -
- I - <1>1 

(A.11) 

pentru orice v E V şi pentru orice i, j E { 1, 3}. 

Urma este aplicaţia liniară. tr: Lin - R definită prin 

tr ( a ®· b) = a · b, V a, b E V (A.12) 

2Numai prin trecere la bazele fizice se obţine aceeaşi dimensiune fizică pentru componente 
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Acea.">tă definiţie, împreună cu fo,:mulcl~ de reprezentare ale unui tensor con
duc la concluzia că pentru orice T E Lin urma sa este dată de 

trT _ yi _ 'T'. ; _ g. Tij _ 'T'. _
9

ji 
- i - .L t - Ji - .li; • (A.13) 

Produsul scalar a doi tensori se defineşte ca fiind aplicaţia biliniară 

• : Lin x Lin - R dată prin 

Propoziţia 3. Aplicaţia anterioară defineşte un produs scalar pe Lin. 

Mulţimea transformărilor ortogonale 

Ort = {Q E Lin I Qu · Qv = u · v, pentru orice u, v EV}, 

Introducem următoarele mulţimi : 

Mulţimea transformărilor simetrice 

Sim ={SE Lin I s = sT}. 

Mulţimea transformărilor antisimetrice 

Asim = {A E Lin I A =-AT}. 

Mulţimea transformărilor inversabile 

lnvlin = {TE Lin I det T # O}. 

Mulţimea transformărilor unimodulare 

Unim= {TE Lin I I det T I= 1}. 

Mulţimea transformărilor pozitiv definite 

Psim = {S E Sim I Su· u ~ O, \lu E V şi Su· u = O {::} u = O}. 

Propoziţia 4. 

i)VA E Lin atunci există şi sunt unici A 8 E Sim, A A E Asim 

astfel încât A= As+ AA. 

(A.14) 

(A.15) 

ii) Au loc formulele As= ţ(A + AT), şi AA = ţ(A - AT), numite partea 

simetrică şi respectiv partea antisimetrică a tensorului A. 
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Propoziţia 5. 

i) A · BC = ACT · B = BT A · C I VA,B,C E Lin; 

ii) A-B=O, \IC E Sim ===} A E Asim; 

iii) A-B=O, \1'B E Asim ===} A E Sim; 

iv) A-B=O dacă A E Sim ŞI B E Asim 

Definiţia 3. Pentru orice T E Lin, >. E R se numeşte valoare proprie dacă 
există e E V e =/- O, numit vector propriu, aşa încât 

Te= ,\ e. (A.16) 

Teorema de descompunere spectrală. 

i) Dacă T E Sim atunci există Aj E R, valori proprii şi ei E V vectori 
proprii ortornormaţi cu j E { 1, 3} astfel încât 

3 

T = L ,\iei 0 ei. (A.17) 
j=l 

ii) 1n plus, dacă T E Psim , atunci oricare ar fi j E {1,3};, Aj > O(,\i 
valoare proprie a lui T ). 

iii) \IT E Psim există un unic T 1 E Psim astfel încât T = T~, deci 

3 

T1 = L J}:;ei ® ej, (A.18) 
j=l 

Propoziţia 6. i) >. este valoare proprie pentru T E Lin dacă şi numai dacă 

(A.19) 

numită ecuaţia caracteristică (sau seculară). 

Scalarii lj,j = 1, 3 se numesc invarianţii tensorului T şi sunt daţi de 

(A.20) 

ii) Dacă se consideră setul de invarianţi 

iT = (tr T, tr T2
, tr T3

), (A.21) 

au loc relaţiile de echivalenţă 
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iii) T satisface ecuaţia caracteristică 

cunoscută sub numele de teorema Hamilton - Cayley. 

ln această parte vom reaminti o serie de proprietăţi şi definiţii de analiză 
vectorială şi tensorială folosite pe parcursul lucrărji. 

Definiţia 4. M : Lin -----1- Lin, este liniară dacă şi numai dacă 
M E·Lin(Lin, Lin). O astfel de aplicaţie se numeşte tensor de ordinul patru. 

Propoziţia 7. Fie ME Lin(Lin, Lin). Atunci 

i) Există Mijkl E R astfel încât 

pentru orice A E Lin , 
3 

(A.23) 

ii) V ME Lin(Lin, Lin) li M 11(4)= ( L (Mjklm)2)
112 defineşte o normă 

j,k,l,m=l 
în spaţiul tensorilor de ordinul 4. 1n plus, are loc inegalitatea 

I M[A] I ~li M 11(4) IM I V A E Lin; 

iii) ME Lin(Sim, Sim) dacă şi numai dacă 

Mjklm = Mkjlm = Mjkml V j, k, l, m E {1, 3}. 

Definiţia 5. ME Lin(Lin, Lin) se numeşte simetrică şi pozitiv definită dacă 
şi numai dacă ME Lin(Sim, Sim) şi 

i) M[A] · B = A · M[B] V A , B E Sim 

ii) M[A] · [A] ~ O şi M[A] · A = O {=:} A = O 

Definiţia 6. Fie X, Y- două spaţii Banach şi fie V C X o mulţime deschisă, 
nevidă şi conexă. 

Aplicaţia / : V -----1- Y se numeşte diferenţiabilă în X E V dacă există 

aplicaţia D /(X) E Lin(X, Y) şi w(X, •): V -----1- Y, continue, aşa încât 

f(Y) = .f(X) + D J(X)[v] + w(X, Y), 

lim w(X, Y) = O. 
Y--+X I V I 

V = y - X E X V y E 1) ŞI 

(A.24) 

1n cele ce urmează vom preciza această definiţie pentru cazurile în care funcţia 
ia valori reale, vectoriale şi respectiv, tensoriale. Astfel, împreună cu proprietăţile 
ce rezultă de aici, aceste formule vor fi utilizate în lucrare. 
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Definiţia 7. Fie cp : D --- R un câmp scalar diferenţiabil în X E 1), atknci 

3 D cp(X) : V --- R), liniară şi continuă astfel încât, 

cp(Y) = cp(X) + D cp(X)(v] + w(X, Y), v = Y - X E V V Y EV ş1 (A.2S) 

lim w(X, Y) = O. 
Y-+X I V I 

Ca urmare a teoremei lui Riesz, de reprezentare a funcţionalelor liniare şi 
continue pe spaţii Hilbert 3 Vcp(X) E V aşa încât 

D cp(X)(v] = Vcp(X) • v V v E V 

ş1 Vcp(X) E Lin se numeşte gradientul lui cp. 

Fie (O, (i;);e{l,3}) cu O E E, un reper cartezian , atunci 

. âcp âcp 
Vcp(X). i, = ax, {=} Vcp(X) = axk ik. 

(A.26) 

(A.27) 

Propoziţia 8. i) Dacă w : 1)-+ V este diferenţiabil în X EV, atunci există 
D w(X) E Lin(V, V), care, cu notaţia Vw(X) = D w(X), este un tensor de 
ordinul 2. Intr-o bază carteziană acesta se reprezintă prin 

(A.28) 
.., (X) âw;. . 
v W = -

8 
I; @ I j; 

x· J 

ii) Dacă T : 1) --- Lin este un câmp tensorial difereniiabil în X E 1) atunci 
D T(X) = VT(X) E Lin(V, Lin(V, V)) este un tensor de ordinul trei, care se 
reprezintă, într-o bază carteziană, prin 

(A.29) 

Fie un reper cartezian (O, (h)ke{i,3})- Notăm X= X - O = Xkik vectorul de 
poziţie al punctului X E E în reperul dat. 

Definiţia 8. Fie transformarea {X;};e{l,3} E D C R3 
- { q;Le{l,3} 

E ~ C R3 bijectivă, nesingulară, de clasă C2
• { qi} ie{l,3} se numesc coordonate 

curbilinii asociate punctului X. 

Definim baza locală în X prin tripletul de vectori 

ax _ 
e; = -

8
. V i E { 1, 3}. qi 
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Teorema I. Tripl•'t.111 de vectori definit în (3<') are proprietăţile 

= ,lg unde 
8Xi 

,19 = det ( Bqk Lk =/= O, 

cu 

Teorema 2. Vectorul gradient al unui câmp scalar, tensorul gradient pentru 
câmpuri vectoriale şi gradientul câmpurilor tensoriale, în baze locale se calculează 
prin formulele 

8<p 
Vcp(X) · ei = -

8
. (X) , 

q' 

aw 
Vw(X)[e1] = -

8
. (X), 

q' 

8T 
VT(X)[ei] = -

8
. (X).(A.32) 

q' 

Formulele rezultă din definiţii, cu utilizarea formulelor de calcul pentru diferen-

. 1 1 1· · ·1 - b · · - d · axk · \.J • {-1 3} ţ1a e e ap 1caţ11 or, m aze carteziene, ţman seama ca ei = -
8

. Ik, v z E , . 
q' 

Ca o consecinţă a formulelor date în Teorema 1. se deduc reprezentările 

8<p i 
Vcp(X) = -

8 
.e, 

q' 

(A.33) 

cu notaţia f.k = :; pentru derivata parţială în raport cu qk. 

Mărimile wP ;i, Wp;i, se numesc derivate covariante ale componentelor con-
tra variante, respectiv covariante ale câmpului vectorial w. 

Mărimile T 11 ;k se numesc derivate covariante ale componentelor contra variante 
ale cămpului tensorial T. 

Vom defini acum divergenţa câmpurilor vectoriale şi respectiv a câmpurilor 
tensoriale. 

Definiţia 9. Operatorul divergenţă, notat prin div, este aplicaţia liniară 
definită pe mulţimea câmpurilor vectoriale, diferenţiabile, care are valori reale şi 
asociază fiecărui câmp vectorial w : 'DE E ~ V diferenţiabil pe 'D, funcţia cu 
valori reale definită prin 

div w(X) = tr (V w(X)) = wi ;i(X), V X EV. 
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Definiţia 10. Divergenţa ,mui câmp tensorial T : V E [ -----+ Lin, 
diferenţiabil pe domeniul de definiţie , este câmpul vectorial div T : V -----+ V 
definit pentru \/ X E V prin 

div T(X) ·a= tr v' (TT(X)a), 'va EV. (A.35) 

Propoziţia 9. Formula de calcul pentru divergenţa unui câmp tensorial este 

div T(X) = TP1 
;I ep. (A.36) 

Demonstraţia este o consecinţă a definiţiei intrinseci, adoptate pentru diver
genţa unui câmp tensorial, dacă aplicăm formula de calcul (35) pentru divergenţa 
unui câmp vectorial 

(A.37) 

deoarece oricare ar fi a E V 

a - s 
-k = a ·k ek = o. q ' 

(A.38) 

Folosind definiţia produsului scalar deducem din (37) că ( divT(X) )P = TP1 
;I• Deci 

avem expresia componentei contravariante a câmpului vectorial care defineşte 
divergenţa câmpului tensorial într-un punct fixat. 

Propoziţia 10. lntr-un reper cartezian au loc formulele 

awi 
div w(X) = âXi E R, 

8Tii 
div T(X) = âXi i; E V. (A.39) 

Formulele (39) se deduc direct din definiţie sau din formulele generale dacă 
ţinem seama că vectorii bazei sunt ficşi şi deci f%

11 
= O, pentru orice valori ale 

indicilor (vezi (31)2 ). 

1n formulele de calcul este util să folosim 

Propoziţia 11. Cu utilizarea componentelor contra variante pentru câmpurile 
vectoriale şi tensoriale rezultă următoarele expresii pentru câmpurile divergenţă 

d. (X) = _1 8(-Jgw;) R 
lVW /n â . E ' 

v9 q' 

Demonstraţia este o consecinţa directă a formulelor (35) , (37) cu (34) în 
care se utilizează relaţia 

~ r' = 8(ln,Jy) = _!_ 8( .jg) . 
{;;: al âq• y9 âqs 

(A.41) 

lncheiem prezentarea acestei parţi cu observaţia că, în mecanică se folosesc 
componentele fizice ale vectorilor şi tensorilor, din necesitatea de a avea aceeaşi 
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mărime fizică pentru componentele unui aceluiaşi vector. Astfel se pierde carac
terul tensorial, care apare în calculul diferenţial. 

Pentru a scrie în ecuaţiile de mişcare expresia componentelor acceleraţiei, 
componentelor tensorului de tensiune precum şi ale măsurilor de deformare sau 
ale vitezelor de deformaţie ( corespunzător tipului de reprezentare constitutivă 
utilizată în model) se înlocuiesc în formulele de calcul tensorial, anterior prezen
tate, componentele covariante, contravariante sau mixte cu componentele fizice , 
în conformitate cu procedeul pe care l-am amintim deja (vezi formulele(ll) ). 

A2. Teoreme de reprezentare pentru funcţii izotrope 

Teorema lui Cauchy de reprezentare a funcţiilor izotrope cu valori scalare 
şi tensori simetrici, definite pe mulţimea tensorilor simetrici este demonstrată 
în Truesdell [1972], Dragoş [1976]. Prezentăm aici o demonstraţie a lui Gurtin 
[1981], bazată pe raţionamente pur algebrice, elementare. 

Definiţia 1. Fie Q C Ort şi A C Lin. Spunem că A este invariant în 
raport cu Q dacă 

QAQ E A V Q E Q, A E A. (A.42) 

Următoarea propoziţie se obţine direct din definiţiile corespunzătoare. 

Propoziţia 1. Următoarele grupuri sunt invariante în raport cu Ort 
Lin, lnvlin, Ort, Ort+, Sim, Asim, Psim. 

Definiţia 2. Funcţia scalară cp : A C Lin ----+ R este invariantă în raport 
cu g C Ort dacă A este invariant în raport cu 9 şi 

cp(A) = cp(QAQ) VA EA, Q E Q. (A.43) 

Definiţia 3. Funcţia tensorială S : A C Lin ----+ Sim este invariantă în 
raport cu Q C Ort, dacă A este invariantă în raport cu g şi 

(A.44) 

Definiţia 4. O funcţie scalară sau tensorială este izotropă dacă este invariantă 
în raport cu Ort. 

Direct din definiţii se demonstrează 

Teorema 1. Fie A= Sim. Următoarele funcţii scalare definite pe A 

a) det, tr sunt izotrope, 

b) iA este izotropă, unde iA este o listă de invarianţi pentru A, qe exemplu 

iA = {tr A, tr A 2
, tr A}3. 

Considerăm AC Sim invariant în raport cu Ort. 
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Teorema de reprezentare pentru funcţii scalare izotrope. O funcţie 
cp : A C Sim --+ R este izotropă dacă şi numai dacă 3 cp : j(A) --+ R astfel 
încât cp(A) = cp(jA)-

Aici s-a introdus notaţia j(A) = {jA I A EA}. 

Demonstraţie. Presupunem că cp este izotropă. Vom demonstra că 
cp(A) = cp(B) dacă iA = iB-

Fie A, B E Sim cu iA = iB, atunci din teorema de reprezentare spectrală 
( vezi A 1. ) există bazele ortonormate {ei}, {fi}, de vectori proprii astfel încât 

3 

A= Lwiei ®ei, 
i=l 

3 

B = LWifi ® f,. (A.45) 
i=l 

Rezultă că există Qo E Ort astfel încât Qoei = fi, V i E {1, 3}. Deci 
A = Q0BQ0 . Din ipoteză rezultă că 

cp(A) = cp(Q0BQ~) = cp(B). (A.46) 

Prin urmare am demonstrat că cp depinde de valorile proprii şi nu depinde 
de bază. 

Reciproca este imediată. 

Lema 1. Fie S : AC Sim --+ Sim izotropă. Atunci fiecare vector propriu 
al lui A EA C Sim va fi vector propriu al lui S(A). 

Demonstraţie. Fie e vector propriu al lui A. Fie f E V astfel încât e · f = O. 
Atunci f E (Spe)1-. Are loc reprezentarea V= Speffi (Spe)1.. Construim baza 
ortonormată { e, f1, f2}. 

Considerăm Q1 E Ort astfel încât Q1e = -e, Q1f = f. Se verifică direct 
pe bază că are loc egalitatea Q1 AQf = A. 

Din izotropia funcţiei S rezultă că 

(A.47) 

Folosim ( 4 7) şi definiţia transformării ortogonale Q1 pentru a calcula 
S(A)e = Q1S(A)Qf e = -Q1S(A)e. Din egalitatea termenilor extremi a rezultat 
că 

Q1(S(A)e) = -S(A)e ~ S(A)e li e. (A.48) 

Din coliniaritatea vectorilor dedusă în (48) am obţinut că 3µ(A,e) E R astfel 
încât S(A)e = µ(A,e) e, ceea ce trebuia demonstrat. 

Vom demonstra acum lema lui Wang 
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Lema 2. Fie A E Sim. Sunt posibile cazurile 

3 

a) A = L w,ei ® ei dacă w1 =/= w2 =/= W3 =/= Wi atunci 
i=l 

{I, A, A 2 } sunt liniari independenţi ş1 

(A.49) 

{I, A} liniari independenţi şi Sp{I, A} = Sp{ e ® e, I - e ® e} 

c) A = wl dacă w 1 = w 2 = w 3 atunci Sp{I, A} = Sp{I} 

Demonstraţie. a) Să aratăm că {I, A, A 2 } sunt liniari independenţi. Con
siderăm combinaţia al+ bA + cA 2 = O care reprezentată în baza vectorilor proprii 
( ortonormată) ne conduce la sistemul liniar 

a + bw1 + cw~ = O 
a + bw2 + CWi = 0 
a + bw3 + cwJ = O, 

(A.50) 

în necunoscutele a, b, c. ln cazul valorilor proprii distincte determinantul este 
nenul şi găsim a = b = c = O, ca unică soluţie, deci liniar independenţa este 
demonstra.tă. 

Notăm prin N = Sp{ e1 ® e1 , e2 ® e2 , e3 ® e3 } spaţiu vectorial de dimensiune 
3. Din teorema de reprezentare spectrală (A.17) pentru tensorul A rezultă că 

I, A, A2 E N. Deci {I, A, A2 } este o bază pentru N. Ca o consecinţă imediată, 
rezultă egalitatea spaţiilor. 

b) Dacă A are valorile proprii w2 = w3 atunci din (A.17) aratăm că al+bA = O 
dacă şi numai dacă a = b = O . In baza vectorilor proprii avem sistemul liniar 

a + bw1 = O , a + bw2 = O, 

cu determinant nenul. Deducem că a = b = O. Deci {I, A} este un sistem 
liniar independent şi în mod corespunzător deducem că formează o bază pentru 
Sp{e1 ® e1,le1 ® ei}, de unde avem rezultatul. 

c) este evidentă. 

Teorema de reprezentare a funcţiilor izotrope cu valori tensori si
metrici 

Fie S : A C Sim ----+ Sim. S este izotropă dacă şi numai dacă 

3cpo, <p1, <p2: j(A)----+ R astfel încăt 
(A.51) 

233 
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



în care setul de invarianţi este definit de exemplu prin jA = {tr A, tr A2, tr A 3 }. 

Demonstraţie. Vom considera separat cele trei cazuri posibile. 
3 

a) dacă w1 =J. w2 =J. W3 =J. w 1 atunci A = I: wiei 0 ei Folosim Lema 1. ş1 
i=l 

3 

deducem că S( A) = L /3i ei ® ei 

i=l 

Folosim Lema 2. (a lui Wang) şi deoarece Sp{l,A,A2
} = Sp{e1 (8)e1,e2 (8) 

e2, e3 ® e3} rezultă că . 

(A.52) 

A mai rămas de demonstrat că funcţiile scalare O.j depind numai de jA. 
Vom arăta că sunt funcţii scalare izotrope. Rescriem ipoteza, împreună cu 
reprezentarea (52) 

QS(A)QT - S(QAQT) = O {=:} (o.o(A) - o.o(QAQT) I+ 
(A.53) 

+(o.1(A) - o.1(QAQT)QAQT + (o.2(A) - o.2(QAQT)QA2QT = O. 

Compunînd cu QT la stânga şi cu Q la dreapta obţinem o combinaţie liniară egală 
cu zero, de unde în baza liniar independenţei ansamblului de tensori {I, A, A 2 } 

deducem că, coeficienţii scalari sunt nuli. Deci am demonstrat că rezultă 

Folosim şi Teorema 1. din care rezultă reprezentarea (51). 

Reciproca rezultă dintr-un calcul direct, folosind definiţiile. 

Teorema de reprezentare pentru funcţii tensoriale liniare şi izotrope 

Fie S : Sim --+ Sim liniară. S este izotropă dacă şi numai dacă 3 .\, µ, E R 
astfel încât 

S(A) = ,\ (tr A)I + 2µ A. (A.54) 

Demonstraţie. Presupunem că S este izotropă. 

Fie e E V si A = e ® e E Sim. Deoarece suntem în cazul în care tensorul are 
două valori egale, utilizăm reprezentarea în cazul b ), odată cu Lema 1. Rezultă 
că 

S(e ® e) = /3 e ® e + ,(I - e ® e) = .\(e) I+ 2µ(e) e ® e. 

Folosim ipoteza de izotropie şi reprezentarea (55) de unde 

QS( e ® e )QT - S( Qe ® eQT) = O ==} 

(,\(e) - ,\(Qe)) I+ 2(µ(e) - µ(Qe)) Q(e (8) e)QT = O, 

(.\(e) - .\(Qe))I + 2(µ(e) - µ(Qe))e ® e = O. 
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Am compus la dreapta cu Q şi la stânga cu QT, în (56)2 şi a rezuitat (56]3. 

Din Lema 2. {I, e ® e} sunt liniari independenţi, din (56) deducem că cele 
două funcţii scalare sunt izotrope în raport cu variabila vectorială, deoarece 

>.( e) = >.(Qe), µ( e) = µ(Qe) V Q E Ort. (A.57) 

Arătăm că funcţiile nu depind de orientarea vectorilor, ci numai de mărimea 
lor. Pentru aceasta considerăm f E V, c:_u I f 1=1 e I şi construim Q E Ort 
astfel încât Qe = f. Din (57) deducem că 

>.(e) = >.(f), µ(e) = µ(f), pentru Vf,e EV cu I f l=I e 1- (A.58) 

Fie acum A E Sim. Fok,sim reprezentarea spectrală a tensorului şi liniaritatea 
aplicaţiei S 

3 

A= Lwiei ® ei atunci 
i=l 

3 3 

S(A) = LwiS(ei ®ei)= 2::wd>.(ei)I + 2µ(ei)ei ® ei}. 
i=1 i=1 

(A.59) 

Din (58) obţinem că >.(ei)= >.(e2) = >.(e3) = >., µ(ei)= µ(e2) = µ(e3) = µ. 
Revenind în relaţia (59) deducem că 

3 3 

S(A) = >. I:wil + 2µ Lwiei ®ei= 2 µA+>. tr A I. (A.60) 
i=l i=l 

A3. Ortogonalul este subgrup maximal în unimodular 

In aceasta anexă vom demonstra ( Noll [1965]) maximalitatea grupului trans-
formărilor ortogonale în grupul transformărilor unimodulare. 

Fie V un spaţiu vectorial n- dimensional. 

Unim= {HE Lin li det HI= 1} Ort= {Q E Lin I QTQ = I}. 

Teorema 1. Ort este subgrup maximal în Unim. 

Afirmaţia este echivalentă cu 

'v'g subgrup C Unimsi Ort C g C Unim 

===> g = Ort, sau g = Unim. 
(A.61) 

Lema 1. Fie S E Unim n Psim şi S are cel puţin două valori proprii 

distincte s şi t cu s > t > O. Atunci ve astfel încât ( ~ )2 ~ e ~ ( i)2 
3 R E Ort astfel încât tensorul 
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T S- 1Rs2RTs-1 • ·b 1 ·1 „ t t- 1 1 = sa a1 e va on e propr11 <,,, <,, , , ••• , 1. 

Demonstraţie. Fie g, f vectorii proprii unitari ai lui S care corespund 
valorilor proprii alese s şi respectiv t. Considerăm W = (Sp{g, f} )i- subspaţiul 
vectorial , de dimensiune n - 2, ortogonal pe spaţiul generat de g, f. Deci 

V = W EB Sp{g, f} <===> 

Vv E V 3 w E W, o 1 , o 2 E R, unice, astfel încât 

Să observăm că SW = W. Definim Ro E Ort, astfel încât 

R0w = w, 
Rog= cos() g + sin Of, 
Rof = -sin Og +cos() f, 

reprezentînd o rotaţie de unghi () în planul determinat de g, f. 

Definim şi transformarea 

To= s-1 R0S2Rf s-1 E Psim n Unim, V 0 E [O, 2 7r), 

care are proprietăţile 

1) To(w) = w Vw E W, 

2) T0 (g) = (cos20 + t:sin20) g + ~(~ - ! )sin20 f, 
s 2 t s 

obţinute dintr-un calcul direct. 

(A.62) 

(A.63) 

(A.64) 

(A.65) 

Din (65) deducem că valorile proprii ale transformării simetrice T 11 sunt 
>. 1 = A1(0,s,t), >. 2 = A2(0,s,t) şi >.3 = 1, care are ordinul n-2 de multiplicitate. 
Deorece T 11 este în Unim rezultă că >. 1 >.2 = 1. 

>. 1 , >.2 sunt valorile proprii care se determină din ecuaţia 

det ([To]g,f - >.) = O, 

unde matricea de reprezentare a transformării To, 
reprezintă pe baza {g, f} prin 

( 

t2 

cos2 0 + 2 sin20 
[To]g,f = l s / 

-(- - -)sin20 
2 t s 

pentru V 0 E [O, 2 71' ). 

1 s t ) -(- - - )sin20 
2 t s 2 

S I 

cos20 + t2sin20 
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Pentru valorile s, t fixa'.;e rezultă că aplicaţiile 

0 E [0,27r) - A1(s,t,O) E R si 0 E [0,27r) -A2 (s,t,0) E R, (A.67) 

sunt continue. 

De pe altă parte din (65)2 deducem că pentru 

(A.68) 

0 = O ==> To(g) = g , To(f) = f. 

Aplicăm proprietatea lui Darboux pentru funcţiile continue 

0 E [0,27r) - A1(s,t,0) E R şi 0 E [0,27r) - A2(s,t,0) E R. 

Deoarece A1(s, t,O) = l, 
71" t2 

A1(s, t, 2) = 
82 

< 1, rezultă că 

t2 71" 

V e E [ 
82

, 1] :3 0l E [O, 2] astfel încât A1 (s, t, 0e) = e 
(A.69) 

1 
ş1 A2(s, t, 0e) = Z-

1n mod analog, cum A2(s,t,0) = 1, rezultă că 

s2 71" 
V e E [1, t

2
] :3 0( E [O, 2] astfel încât A2(s, t, 0() = l (A.70) 

şi A1(s, t, Oe)= z· 
ln concluzie, pe baza proprietăţilor afirmate în (69) şi (70) deducem că 

t2 s2 71" 

V l E [ 2, 2 l :3 0( E [O, -] astfel încât 
s t 2 

(A.71) 

are valorile proprii { e, ~, l, ... , 1} 
~ 

Astfel am demonstrat Lema 1., iar pe baza ei vom demonstra următoarea 
teoremă 

Teorema 2. Fie S E Unim n Psim şi S are cel puţin două valori proprii 
distincte s şi t, cu s > t > O. Atunci 

V H E Unim n Psim ==> H E Q(S, Ort), 
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unde prin Q(S, Ort) s-a notat grupul generat de elementul S şi Ort. 

Demonstraţie. Fie HE UnimnPsim şi fie {e1 , ... , en}, o bază ortonormată 
de vectori proprii ai lui H, corespunzători valorilor proprii { h1 , ... , hn}. 

Deoarece HE Psim atunci hi> O. Din HE Unim deducem că h1 · .. . ·hn = 1. 

Considerăm Hk E Unim n Psim cu aceiaşi vectori proprii, dar corespunzător 
valorilor proprii { 1, ... , T/k, TJ ,;1, 1, ... , 1}, cu precizarea că T/k este valoare proprie 
asociată vectorului propriu ek, iar TJ;:1 este asociată vectorului propriu ek+I , 

pentru valorile proprii 

T/1 = h1, 

Demonstrăm că 

, ... , 

arătând că are loc egalitatea pe vectorii bazei. 

k = Z, ... ,n - l. (A.73) 

(A.74) 

Pentru aceasta vom porni remarcând că dacă 1 ~ k ~ n - l, fixat, atunci 

H,e, = { 

ei dacă 1 ~ i < k, 
T/iei dacă i = k, 
C11i-1t

1
ei dacă i = k + l, 

ei dacă k + l < i ~ n. 

(A.75) 

De exemplu 

H1H2 ... Hn-1e1 = H1e1 = h1e1, 

(A.76) 

dacă am folosit (75) şi (73). In continuare se urmăreste aceeaşi cale. 

Vom folosi observaţia că şirul a1/m --- 1, când m --+ oo. Deci pentru 

V f > O :3 m( E N astfel încât V m > m(, 

t2 s2 
Este posibil ca T/k E [ 

82
, t2] şi atunci suntem în condiţiile lemei. 

t2 s2 
Dacă T/k > O nu este în intervalul [-, -

2
] atunci pentru 

s2 t 
s2 t2 

f < min{- - 1 1 - -} :3 mf,k E N astfel încât 
. t2 ' s2 
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Deci vom nota prin mk E N o valoare corespunzător căreia ( 1Jk)1im E [ ~, s'\ 
s2 t2 

Aplicăm Lema 1. şi prin urmare :3 Rk E Ort astfel încât 

(A.79) 

să aibă valorile proprii { e' e-1
, 1, ... ' 1}' pentru e = ( TJk)l/m. 

Atunci (Tkrk are valorile proprii {1Jk, 17-;; 1
, 1, ... , 1}, aceleaşi cu valorile 

proprii ale lui Hk. 

Rezultă că există o transformare ortogonală, R, care pune în corespondenţă 
bazele de vectori proprii corespunzătoare celor două transformări simetrice. 

Astfel obţinem că Hk E Q(S, Ort), V k E {l, n - 1}. 

Deoarece HE PsimnUnim are proprietatea de-a fi exprimat prin compunerea 
H = H1H2 ... Hn-1, rezultă că şi HE Q(S, Ort). 

Am demonstrat astfel teorema. 

Vom trece acum la demonstrarea Teoremei 1. Presupunem că g este 
un subgrup în Unim, care include strict Ort. Deci :3 F E g, care nu este o 
transformare ortogonală. 

Deoarece F E Unim rezultă că F E lnvlin, şi prin urmare (aplicând teorema 
de descompunere polară F = RS cu RE Ort şi S E Psim n Unim, S =/:- I), 
rezultă că S are cel puţin două valori distincte, deoarece dacă toate valorile 
proprii ar fi egale, atunci din condiţia det S = 1 ar rezulta că toate valorile 
proprii sunt egale cu 1, ele fiind pozitive. Aceasta conduce la S = I, ceea ce este 
imposibil. 

Să mai arătăm că Q(S, Ort) C g. 

Deoarece prin ipoteză Ort C g rezultă că R E Ort n g. Atunci R T E g. Din 
RT, F E g rezultă că RTF= S E g, fiind subgrup. 

Pentru acest element S E g vom aplica Teorema 1., relativ la elementele din 
Unim. 

Pentru orice U E Unim, care nu este transformare ortogonală, îi aplicăm 
des- compunerea polară şi rezultă că U = RH, cu HE Psim n Unim. 

Din Teorema 1. avem H E Q(S, Ort). 1n mod evident rezultă că V U E 
Q(S, Ort). Avem deci incluziunile Unim C Q(S, Ort) C g. Astfel am arătat că 
dacă g este un sbgrup în Unim, care include strict Ort include şi Unim. Deci 
g = Unim. Ceea ce trebuia demonstrat. 

A4. Teoreme de reprezentare pentru funcţii anizotrope 

Vom prezenta câteva rezultate datorate lui Liu (1981] privind reprezentări 
pentru invarianţi anizotropi. 

Aceste teoreme se demonstrează în ipoteza că grupul de anizotropie, g este 
caracterizat printr-un set de vectori şi tensori, care rămân invarianţi în raport cu 
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elementele unui alt subgrup g E Ort. Să considerăm 

V- spaţiu vectorial real, de dimensiune p, 

Lin= {A I A: V--+ V liniare}, 

vm_ spaţiu produs cartezian de ordin m E N•, corespunzător spaţiului 

vectorial real V, 

Lin,,.,,- spaţiu produs cartezian de ordin n E N*, corespunzător spaţiului 

vectorial real Lin. 

Fie V C vm x Lin,,.,,- multime deschisă şi conexă şi funcţiile 

c.p: V--+ R, h: V--+ V, S: V--+ Lin (A.80) 

Notăm 

V E vm ~ V = ( V 1' ... ' V m)' Vi E V' V i E { 1, m} j 

(A.81) 
Qv E Vm ~ Qv = (Qv1, ... ,Qvm), VQ E Ort; 

QAQT E Linn ~ QAQT = (QA1QT, ... ,QA,,.,,QT), VQ E Ort. 

Definiţia 1. Fie g C Ort, subgrup. Spunem că V este invariant în raport 
cu g dacă 

V(v,A) EV --+ (Qv,QAQT) EV VQ E Q. (A.82) 

Definiţia 2. Spunem că. funcţiile c.p, h şi S sunt invariante În raport cu 9 
dacă V este invariant în raport cu g şi 

c.p(Qv, QAQT) = c.p(v, A), 

h(Qv, QAQT) = Qh(v, A), 

S(Qv,QAQT) = QS(v,A)Qr, 

V(v,A) EV, Q E 9. 

(A.83) 

Definiţia 3. Dacă 9 = Ort+ atunci funcţiile invariante în raport cu Ort+ 
se numesc hemitrope. 

Definiţia 4. Dacă Q = Ort atunci funcţiile invariante în raport cu Ort se 
numesc izotrope. 

Observaţia 1. Se regăsesc definiţiile din A2., pentru n = 1, m = O. 

Reprezentările funcţiilor izotrope, de argument ansamblu de vectori, tensori 
simetrici şi respectiv antisimetrici, cu valori reale, şi respectiv tensoriale ( simetrice 
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şi antisimetrice) se găsesc în lucrarea lui \Vaug [1970]. Sunt date reprezentările 
pentru un ansamblu de maximum 4 elemente. 

Propoziţia care urmează permite identificarea spaţiului vectorial V cu spaţiul 
tensorilor antisimetrici Asim, spaţiile fiind izomorfe. 

Propoziţia 1. i) Fie v EV, atunci 3 W E Asim unic, astfel încât 

Wu = v x u Vu EV şi Wv = O. (A.84) 

ii) Fie W E Asim, atunci 3 v E V unic, astfel încât să aibă loc (84). 

iii) Aplicaţia cp: Asim---+ V definită prin (84) şi notată cp(W) =< W >= v, 
este un izomorfism. 

Definiţia 5. Spunem că v E V este vectorul coaxial cu tensorul W E Asim, 
sau că tensorul W E Asim este asociat vectorului v, dacă Wu = v x u, Vu EV. 
Notăm v =< W > . 

Propoziţia 2. Dacă v =< W >, atunci 

(A.85) 

Teorema 1. Fie functiile cp, S cu valori scalare şi respectiv tensoriale. 
Definim functiile 'P, S prin relaţiile 

tp(W,A) = cp(v,A) S(W,A) = S(v,A) unde v =< W >, 

cp, S hemitropă {=> 'P, S izotropă 

Demonstraţie. Presupunem că 'P, S sunt izotrope. Deci 

tp(QWQT, QAQT) = tp(W, A) V Q E Ort şi 

QS(W,A)QT = S(QWQT,QAQT) VQ E Ort. 

(A.86) 

(A.87) 

In particular pentru Q E Ort+ au loc egalităţile (87) şi din definiţiile (86), 
cu utilizarea Propoziţiei 2,. rezultă că cp, S sunt hemitrope. 

Presupunem că cp este hemitropă 

(A.88) 

deci şi 'P este hemitropă. 

Să observăm că 

Q E Ort+ {=> -Q E Ort cu det Q = -1, 
(A.89) 
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Deoarece (ţi este o funcţie cu valori scalare şi este hemitropă rezultă că este 
şi izotropă (dacă folosim (89)). 

Analog se demonstrează şi pentru funcţia cu valori tensoriale. 

Teorema 2. Fie funcţia h cu valori vectoriale şi fie funcţia H cu valori 
tensori antisimetrici asociată. funcţiei h, prin relaţia h =< H > . Definim 
funcţia ÎI prin relaţia 

ÎI(W, A) = H(v, A) unde v =< W >, 
(A.90) 

atunci h hemitropă. <==> H izotropă 

Demonstraţie. Presupunem că ÎI este izotropă. Deci 

ÎI(QWQT,QAQT) = QÎI(W,A)QT VQ E Ort ==} 

H(Qv,QAQT) = QH(v,A)QT = VQ E Ort+. 
(A.91) 

Egalitatea din (91 h se obţine din ipoteza, scrisă în particular pentru Q E Ort+, 
cu utilizarea definiţiei funcţiei ÎI şi a Propoziţiei 2. 

Dacă considerăm vectorii coaxiali cu tensorii antisimetrici din (91 h avem 
egali- tatea 

< H(Qv, QAQT) >=< QH(v, A)QT >= Q < H(v, A) > V Q E Ort+, 
(A.92) 

atunci h(Qv,QAQT) = Qh(v,A) VQ E Ort+. 

Am utilizat încă o dată Propoziţia 2. 

Cealaltă implicaţie se demonstrează în mod analog, dacă ţinem seama de 
observaţiile din (89). 

Definiţia 8. Definim un subgrup g C Ort caracterizat prin proprietatea că 
există un set de vectori şi tensori, notaţi ( m, M) astfel încât 

g = { Q E g I Qm = m, QMQT = M} (A.93) 

Lema 1. Fie funcţiile r.p, h, S' cu valori scalare , vectoriale şi respectiv 
tensoriale invariante relativ la g. Fie R, R' E 9. Dacă R'RT E g, atunci au 
loc egalităţile 

r.p(Rv,RART) = r.p(R'v,R'AR'1
\ 

Rrh(Rv, RART) = R,rh(R'v, R'AR'r), 

RTS(Rv,RAR)R = R'TS(R'v,R'AR'T)R'. 

(A.94) 

Demonstraţie. Considerăm cazul funcţiilor cu valori vectoriale, celelalte 
demonstraţii sunt similare. 
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Notăm Q = R'RT E g din ipoteza. RE g C Ort <leci RRT = RTR = I. 
Flosim ipoteza că h este invariantă relativ la g, în particular pentru Q E g 

h(R'v,R'AR'T) = h(R'RTRv,R'RTRARTRR'T) = 
(A.95) 

Din egalitatea termenilor extremi se deduce formula (94), pentru funcţia h. 

Definiţia 9. Se definesc mulţimea 

şi funcţiile <p, h, S definite pe 1) x M prin relaţiile 

<p(v, A, p, P) = cp(Rv, RARr), 

h(v,A,p,P) = RTh(Rv,RART), 

S(v,A,p,P) = RTS(Rv,RART)R, 

(A.96) 

(A.97) 

pentru orice (v, A) E TJ, (p, P) E M cu R E g, cu proprietăţile Rp = m, 
RPRT = M. 

Propoziţia 3. Dacă <p, h, S sunt invariente relativ la g, atunci funcţiile 
<p, h, S din (97) sunt corect definite. 

Demonstraţie. In general R nu este unic determinat în condiţiile din (97)2. 
Dacă mai există 

R' E g astfel ca R'p = m, R'PR'T = M atunci 
(A.98) 

Aceasta înseamnă că R, R' E g şi R'RT E g. Suntem în condiţiile Lemei 1. 
şi prin urmare valorile funcţiilor din membrul dept nu depind de alegerea elemen
tului R, cu proprietăţile menţionate în (97). 

Teorema 3. O funcţie f definită pe 1) cu valori scalare, vectoriale sau 
tensoriale este invariantă relativ la g, dacă şi numai dacă poate fi reprezentată 
prin f(v, A) = /(v, A, m, M) cu funcţia f definită pe 1) x M, invariantă 
relativ la g. 

Demonstraţie. Vom face demonstraţia pentru funcţii cu valori vectoriale, în 
celelalte cazuri demonstraţiile fiind similare. Presupunem că h este invariantă 
relativ la g. Atunci funcţia h definită în (97), conform Propoziţiei 3. este corect 
definită. Pentru R = I E g obţinem că 

:3 h: 1) X M ~ V, 

h(v,A) = h(v,A,m,M) 
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Trebuie să. arătăm că funcţia h este invariantă relativ la Q. Fi.:: pentru aceasta 
Q E Q. Pentru v'(p,P) E M există Q E Q astfel încât p = Q,P = QMQT. 
Atunci Qp = Q(Qm) , QPQT = QQM(QQf , ca o consecinţă a definiţiei 
mulţimii M dată în (96). 

Deci :3 R = (QQf E Q astfel încât 

(A.100) 

Din definiţia (97) pentru funcţia h, cu R introdus în (100), obţinem 

h(Qv, QAQT, Qp, QPQT) = RTh(R(Qv), R(QAQT)RT) = 
(A.101) 

Dacă introducem R' - RQ atunci R' E Q pentru că R, Q E Q. Dar din 
(100) avem proprietatea 

R'p = m, R'PR'T = M, 

care ne îndreptăţeşte să folosim definiţia (97), rezultând 

h(R'v,R'AR'T) = R'h(v,A,p,P) 

(A.102) 

(A.103) 

Introducem pe (103) în ultimul membru din (101), care ne conduce la 

h(Qv,QAQT,Qp,QPQT) = RTR'h(v,A,p,P) = 

=Qh(v,A,p,P), VQEQ 
(A.104) 

Astfel am demonstrat că h este invariantă relativ la Q. Menţionăm că în 
demonstraţie proprietatea de invarianţă a funcţiei h relativ la g a fost folosită 
prin intermediul Propoziţiei 3., care asigură. corecta definire a funcţiei h. 

Reciproc. Presupunem că funcţia h se reprezintă. prin Îi ( conform relaţiei 
(99)), care este invariantă. relativ la Q. 

Fie Q E g C Q C Ort. Din definiţia (99) şi ipoteza de invarianţă. pentru Îi 
avem egalităţile 

(A.105) 
= h(Qv,QAQT,QQTm,QQTMQQT) = Qh(v,A,Qrm,QTMQ) 

Deoarece Q E g conform Definiţiei 8., formula (14), rezultă. că 

Ţinem seama de egalităţile din (106) în (105) şi deducem 

h(Qv,QAQT) = Qh(v,A,m,M) = Qh(v,A). 
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Pentru ultima egalitate Jin (107) am folosit încă o dată. definiţia (99). Astfel 
am obţinut invarianţa lui h relativ la 9. 

In paragraful 2. 7 .3 intitulat corpuri solide anizotrope vom defini câteva grupuri 
de simetrie materială 9, care sunt caracterizate prin relaţia (93) şi care corespund 
alegerii Q _ Ort sau 9 = Ort+. 

Teoremele pe care le-am demonstrat aici, permit obţinerea de reprezentări 
pentru funcţii anizotrope, caracterizate prin grupuri de simetrie 9, cu propri
etatea din (93), pentru Q = Ort sau 9 =Ort+, dacă se utilizează teoremele de 
repr~entare formulate de Wang [1970). 
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